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　　摘　要：从学习理解、实践应用、创造迁移三个 维 度，九 个 子 维 度 构 建 了 学 生 数 学 学 科 能 力 测 试 框 架。针 对 中

学生开发了数学学科能力测试工具，通过对Ｂ市 Ｈ区８～１２年级（测试内容为７～１１年级）的２　５７１名学生分层抽

样测试，研究发现：（１）学生总体数学能力表现呈递增趋势，但基础能力在高年级出现下滑；（２）不同类别的学校之

间存在显著差异。
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　　学生 通 过 数 学 学 习 应 该 获 得 哪 些 能 力？ 或 者

说，数学教学所应促进的核心能力以什么样的具体

形式表现出来？已有研究并未达成统一的认识。注

重能力导向的数学教学与评价已经形成共识，因此，

数学学科能力的评价成为迫切需要解决的重要的课

题，构建数学学科能力表现的测评框架，则成为其中

的核心问题。

本文聚焦数学学科能力测评框架与测评工具的

开发，以及中学生数学学科能力表现的测评为载体，

着重研究了以下两个方面的问题：（１）中学生数学学

科能力的构成和评价指标体系；（２）中学生数学学科

能力整体表现。

一、数学学科能力构成及其表现

测评的研究概述

　　（一）数学学科能力的构成

关于数学能力结构的研究一直是一个重要的课

题，国外研究中最引人关注的是国际数学教育委员

会秘 书 长，丹 麦 罗 斯 基 特 大 学（Ｒｏｓｋｉｌｄｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉ－

ｔｙ）ＭｏｇｅｎｓＮｉｓｓ教授给出的“数学能力花”模型。在

此模型中，数学能力分为两个方面：（１）数学地理解

并解决问题，包括：数学思维能力、问题解决能力、建

模能力、推理能力；（２）使用数学语言和工具交流，包

括：数学表达能力、符号化和形式化能力、数学沟通

能力以及使用辅助工具的能力。Ｎｉｓｓ指出：这八个

能力并不相互独立，整组能力之间应存在非空交集，

八个组成部分不构成数学能力概念的划分，每个能

力都有它的特性和“侧重点”，每个能力都会涉及其

他能力的二次激发。［１］ＰＩＳＡ２０００最初发布的数学能

力测试框架也强调了这八种数学能力。

林崇德教授认为，“数学能力是以数学概括为基

础，将运算能力、空间想象能力和逻辑思维能力与思

维的深刻性、灵活性、独创性、批判性和敏捷性所交

互组成的统一整体，是由三种能力与五种思维品质

交叉成１５个结点的开放性动态系统”［２］。

在我国长期流行的提法是三大能力，即数学的

“运算能力、空间想象能力和逻辑运算能力”［３］。《义

务教育数学课程标准（２０１１）》明确提出：“运算能力”
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“推理能力”作为中学数学的核心概念，并在课程目

标中提出，“增强发现和提出问题的能力、分析和解

决问题的能力”。［４］

（二）数学学科能力的表现测评框架

国际大型测试ＴＩＭＳＳ的数学能力测试框架是

一个二维框架，包括内容维度和认知维度。内容维

度界定测评涵盖的特定内容，认知维度说明学生解

决相应题目时所需要的能力，并以认知水平来界定

能力水平，能力水平包括了解（ｋｎｏｗｉｎｇ）、应用（ａｐ－
ｐｌｙｉｎｇ）、推理（ｒｅａｓｏｎｉｎｇ），每 一 个 方 面 进 一 步 被 细

分为众多子项。［５］

ＰＩＳＡ　２０１２数学素养模型包括四维度架构：（１）

情境维度，即问题情境，指１５岁学生所可能面临的

各种问题，具体包括个人生活的、职业的、社会性的、

科学性的四种情境；（２）学科领域（内容维度），即空

间和图 形（ｓｐａｃｅ　ａｎｄ　ｓｈａｐｅ），变 化 和 联 系（ｃｈａｎｇｅ
ａｎｄ　ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ），数 量（ｑｕａｎｔｉｔｙ），不 确 定 性（ｕｎ－
ｃｅｒｔａｉｎｔｙ），（３）过程维度，即三种数学过程和七种数

学基本能力。能力为：交流，数学化，表述，推理和论

证，设计问题解决策略，运用符号的、正式的、技术的

语言 和 运 算 以 及 使 用 数 学 工 具。（４）认 知 能 力 水

平”。［６］

学科能力的评价模型通过学科能力来体现学科

目标，并用学科内容领域、认知要求、表现水平与描

述、问题情境对学科能力加以描述。［７］上述学科能力

测评框架，为本研究奠定了理论基础。

二、数学学科能力构成及概念界定

《国家中长期教育改革发展和规划纲要（２０１０—

２０２０年）》提出的四大战略主题之一即为“坚持能力

为重”，指出：提高学生的“学习能力、实践能力、创新

能力”。［７］Ｒｏｂｅｒｔ　Ｓｔｅｒｎｂｅｒｇ也提出人类智力的三元

论（ｔｒｉａｒｃｈｉｃ　ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ　ｈｕｍａｎ　ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ），认为智

力有三个相 互 关 联 的 方 面：分 析 能 力（ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ａ－
ｂｉｌｉｔｙ）、创造能力（ｃｒｅａｔｉｖｅ　ａｂｉｌｉｔｙ）、实践能力（ｐｒａｃ－
ｔｉｃａｌ　ａｂｉｌｉｔｙ）。［８］本研究基于“学习—应用—创新”的

学科能力概念和构成要素，依托“中小学学科能力表

现研究”项目提出的学科能力表现测评的基本框架：

学科内容维度和心智水平维度。［９］在相关研究的基

础上，本研究构建基于“学习—应用—创新”的 数 学

学科能力表现指标体系，使得学科能力可调控、可干

预、可观测、可评价。

数学学科能力是数学学科发展中经过长期积淀

而形成的，蕴含于数学学科内质中，它脱离不了具体

的数学知识和数学活动，数学学科能力存在于数学

活动之中，并在数学活动中加以揭示，在数学活动中

形成和发展着。数学活动的进步并非单独依靠一种

能力，而是依 靠 多 种 能 力 的 复 合。［１０］而 数 学 学 科 主

要活动包括：数学计算、数学证明、数学建模，对应着

数学意义上的运算能力、推理能力、问题解决能力。

图１　中学数学学科能力表现理论模型

依据数学学科的特点、学生学习的内容类型、学
习的智力活动特点等，本研究基于对数学学习理解

能力、数学实践应用能力和数学创新迁移能力的文

献综述，对三个能力及其九个子维度进行界定。

Ａ数学学习理解能力是指学生在数学学习过程

中的记忆、概括和产生联系的过程。学习理解是数

学知识的输入、内化过程。其二级指标如下。

Ａ－１观察记忆 是指通过观察，从长时记忆系统

中提取与呈现材料一致的知识或提取相关知识，包

括再认和回忆。

Ａ－２概括理解是把某些具有一些相同属性的事

物抽取出本质属性，推广到具有这些属性的一切事

物中［１１］，并正确地以多种方式表征数学知识（用数、

图表、符号、图解或词语）。考查学生数学符号意义

的概括、数量关系的概括、图形特征的概括以及简单

关系和简单运算与推理的概括。

Ａ－３说明论证是指学生在记忆、概括的基础上，

能够在知识内部，学生能提取相关知识，选择和运用

简单的问题解决策略，使用基于不同信息来源的表

征，对其进行直接推理，解释现实的问题。学生能将

重要的和不重要的信息区分开来，然后专注于重要信

息，根据数学规则、原理做出解释、推理、判断的能力。
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Ｂ数学实践应用能力是指学生在给定的数学情

境中使用程序化的方法完成简单任务、或在稍复杂

的问题情境中提取相关知识分析解释问题，在条件

冗余的情境中提取有用信息，分析并解答问题。实

践应用是知识的输出过程，此维度与程序性知识、概

念性知识、反省认知知识紧密相关，但对事实性知识

的记忆是进一步实践应用的前提。其二级指标包括

如下方面。

Ｂ－１分析计算是能够在熟悉的数学问题情境中

直接应用数学知识进行作图、列式、计算解决问题。

主要考察熟悉情境中，数学内容直接且呈现清晰的

一步应用问题或简单的多步应用问题，以及几何领

域有固定程序的作图问题、统计领域的统计图绘制

问题。［１２］

Ｂ－２推 测 解 释 是 在 较 熟 悉 的 实 际 任 务 情 境 中，

学生能提取相关知识，选择和运用简单的问题解决

策略，使用基于不同信息来源的表征，对其进行直接

推理，解释现实的问题。学生能将重要的和不重要

的信息区分开来，然后专注于重要信息，根据数学规

则、原理做出解释、推理、判断的能力。

Ｂ－３简单问题 解 决 是 在 不 熟 悉 的 任 务 情 境 中，

学生选择、提 取 有 用 的 数 学 信 息，自 行 组 织 数 学 策

略，建立数学模型，解决问题并完整表达解决过程。

在本测试维度，问题一般包含较复杂或冗余的数学

信息，学生需要根据问题情境提取有用的数学信息，

选择适当的策略，寻找合适表征模式，通过较复杂的

决策解决问题。在解答过程中，要求完整解题步骤，

并汇报结果。

Ｃ数学创造迁移能力 是 在 数 学 学 习 理 解、实 践

应用基础上形成的高阶的认知过程，是高级的知识

输出过程。涉及将要素组成内在一致的整体或功能

性整体，要求学生在心理上将某些要素或部件重组

为不明显存在的模型或结构，从而生成一个新产品。

涉及创造的认知过程通常需要学生先前的学习经历

的配合。其二级指标包括如下方面。

Ｃ－１综合问题解决 是指知识的综合、方法的多

样化以及数学思想方法的综合运用。具有知识容量

大、解题方法多、能力要求高、突显数学思想方法的

运用以及要求学生具有一定的创新意识和创新能力

等特点。从题设到结论，从题型到内容，条件隐蔽，

变化多样。需要跳出固有思维模式，分辨、选择出有

用的数学信息灵活解决问题。

Ｃ－２猜想探究 是 指 在 开 放 的 问 题 情 境 中，借 助

已有的知识经验，对数学材料进行加工，创造性解决

问题。想象创意是一种高级的认知过程，学生在数

学问题情境中凭借记忆所提供的材料进行加工，从

而产生新的形象。学生将过去经验中已形成的一些

暂时联系进行新的结合，是逻辑思维、形象思维、逆

向思维、发散思维、系统思维、模糊思维和直觉、灵感

等多种认知方式综合运用的结果。

Ｃ－３发现创新 能 够 从 已 有 知 识 和 技 能 出 发，通

过猜想与合情推理构建知识之间的远联系，或提出

发现新的好问题。发现创新将涉及高水平概括，发

现知识本质的联系；发现新的知识或规律；在多个概

念进行联系。［１３］

三、数学学科能力表现测评工具的

研发与测试简介

　　（一）测评工具的研发过程

学生数学学科能力测试工具的开发首先是根据

研究文献，界定学生数学能力及各级指标体系涵义，

并构建测试框架。以中学测试工具的开发为例，在

整体设计框架的基础上，针对中学生的具体情况，组
建了由数学教育研究者、中学数学教研员、一线优秀

中学数学教师组成的中学数学学科能力研究团队。

研究者对整个团队进行学科能力指标体系的解读，

提供样题进行讨论，并收集国内外各种测试中的典

型题目，在研究团队的协助下开发学科能力测试题

目，在每个内容领域的每个能力维度二级指标下都

有测试题目，研究者依据双向细目表（双向细目表分

为内容维度和能力维度，内容维度与教师数学教学

知识测试的内容维度相对应，能力维度包括３个一

级指标，９个二级指标，经过筛选、讨论，形成大约正

式测试题量１．５—２倍的预测试试卷，选择某中学每

个年级的男女各６名学生，经过发声思维测试记录

并修改试题中词不达意的问题、语义含混的问题等，

并选择最终测试样本所在的Ｂ市 Ｈ 区中进行修改

测试工具后的小样本测试，通过小样本测试初步分

析测试工具的信度、难度、区分度、试题的拟合度等。

最后通过数学教育领域的权威专家对小样本测试工

具的结构效度等问题进行讨论论证，形成最终的测

试工具。
（二）测评工具的质量评估

基于ＣＴＴ理 论 的 试 卷 质 量 分 析 得 到，该 测 试
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卷的难度为０．６０，区分度介于０．３０～０．８３之间，其

中区分度达 到０．４０（良 好）以 上 的 题 目 约 占７８％。

测试使用内部一致性来衡量试卷的整体信度，Ｃｒｏｎ－
ｂａｃｈ＇ｓα系 数≥０．７０，信 度 良 好。利 用 Ｗｉｎｓｔｅｐｓ软

件单维Ｒａｓｃｈ模 型 检 验 测 试 工 具 总 体 信 度。利 用

ＣｏｎＱｕｅｓｔ软件多维Ｒａｓｃｈ模 型 模 型 试 题 信 度。用

单维Ｒａｓｃｈ模型检验测试工具的学生信度为０．９３、

试题信度为０．９９７，测试工具信度良好。利用Ｃｏｎ－
Ｑｕｅｓｔ软件进行 多 维Ｒａｓｃｈ模 型 运 算，所 得 学 习 理

解、实践应用、创新迁移三个学科能力要素维度的信

度分别为０．８０、０．８４、０．８５均 大 于０．８，信 度 良 好。

全部试题（内 容 和 活 动）的 单 维 运 行 结 果 中，ＩＮＦＩＴ
ＭＮＳＱ的最大值为１．１４，最小值为０．８７，测试点对

应的试题ＩＮＦＩＴ　ＭＮＳＱ值在０．８～１．２之间，表明

试题与模型的匹配度较好。
（三）测试对象与评分简介

本研究采用分层随机抽样的方法，根据该区提

供的学校分组名单，从３个组中随机各抽取３～４所

中学，共１１所中学，在学校内部再采用随机抽样的

方法从８—１２级从每个年级中抽取约５０名学生参

加正式测试，本测试有效数据为２　５７１人。

阅卷组由８０名一线数学教师、教研员及数学专

业研究生组成。研究者对阅卷组成员进行培训，逐一

讲解评分标准（简答题和解答题）。进行集体出声预

评，抽取每个年级各２５份试卷，集体评分，并对评分

标准理解不一致的地方进行讨论。再分别抽取各年

级试卷各１０份，阅卷者两两评分后计算评分一致性

系数，保证评分一致性系数在９０％以上，试卷初步阅

完后，再交换试卷进行互相检阅。期间，阅卷组长和

研究人员会在各组抽检１０％的试卷进行抽查检阅。

本研究采用书签标定法划定学科能力表现水平

等级，基本程序如下：综合考虑试题的学科能力要素

指标、认识方式指标和用Ｒａｓｃｈ模型处理测试数据

后得到的试题难度值三个因素，通过逻辑分析初步

划定水平等级；再 用ＳＰＳＳ２０．０对 各 水 平 进 行 单 因

素方差分析，检验各水平间是否存在显著性差异；最
后确定各水平所对应的试题难度值范围。

四、数学学科能力表现评价研究的

主要结果

　　（一）中学生数学学科能力总体表现水平

运用单维 Ｒａｓｃｈ模 型 对 全 部 测 试 数 据 进 行 处

理得到试题难度值，得到中学数学学科总体学科能

力表现的Ｉｔｅｍ－ｍａｐ，依 据 试 题 难 度 值 及 试 题 指 标，

以认识方式水平－问题情境陌生度－学科能力要素

作为水平划分依据，将学生的学科能力表现划分为

４个水平。全部样本在各水平的人次百分比分布如

图２所示。

图２　全部样本的水平等级分布

全体学生的中学数学学科能力表现水平总体分

布在水 平１—水 平４之 间。２５．６８％的 学 生 处 于 水

平１，即仅能够对核心知识或核心活动进行辨识、记

忆。３０．３２％的学生处于水平２，即能在简单情境中

回忆事实性知识（如定义、性质等），识别解决具体问

题所需要的算法、法则和公式等，能根据法则，进行

正确的计算；能对结果的意义进行解释，通过举例等

验证结果和数学结论。２９．６２％的学生处于水平３，

即能用模型、自然语言、图表、数或字母等多种方式

表示概念，能在复杂情境中识别解决具体问题所需

要的算法、法则和公式等，并通过列式计算、画出图

表等解决问题，能对结果的意义进行解释。１４．３８％
的学生处于水平４，即能识别出复杂情境中的数学

对象，根据对象的意义、性质判断对象的属性以及与

其相关对象之间的联系和区别。通过信息的重组，

获取解决问题的有效信息，并做出合理的假设与推

断；通过分析情境中的数学关系，发现内在联系，构

建数学模型，并运用知识、方法等解决非常规问题。
（二）中学生在“学习理解—应 用 实 践—创 造 迁

移”各能力要素的表现水平

用多维Ｒａｓｃｈ模 型 分 别 对 测 查 数 据 进 行 学 习

理解、实践应用、创造迁移三个维度运算，得到三维

试题难度值和学生能力值。依据全部样本在学习理

解能力、应用实践能力、创造迁移能力表现的Ｉｔｅｍ－
ｍａｐ，以认识方式水平－能力要素作为水平划分 依

据，将学习理解能力、实践应用能力和创造迁移能力

表现划分别 划 分 为４个 水 平。全 部 样 本 在 学 习 理
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解、实践应用、创造迁移能力表现平均水平如表１所

示，各水平的人次百分比如图３所示。

表１　全部样本在学习理解－应用实践－迁移创新

各能力要素的平均水平

能力要素 学习理解 应用实践 迁移创新

平均水平 水平３ 水平２ 水平２

图３　全部样本在学习理解－实践应用－创新迁移

各能力要素的水平分布

学习理解水平３是指：能在较为复杂情境中回忆

事实性知识（如定义、性质等），根据法则，准确计算，

能使用工具进行测量、根据给定的条件进行作图。

实践应用水平２是指：能用模型、自然语言、图

表、数或字母等表示的概念，并能举出一些实例，在

简单的问题 情 境 中 识 别 解 决 具 体 问 题 所 需 要 的 算

法、法则和公式等，并通过列式计算、画出图表等解

决问题，能对结果的意义进行解释。

创造迁移水平２是指：能从给定的信息中做出

假设与推断，通过举例等验证结果和数学结论，能运

用多样的策略与方法解决简单的非常规问题，能对

解决一类问题的知识与方法进行简单总结和反思。
（三）各年级的中学数学学科能力表现

各年级样本的数学学科能力总体表现各能力要

素表现如图４所示。

图４　各年级的总体表现及各维度能力要素的表现

综观 Ｈ区８～１２年 级 的 学 生 的 总 体 表 现 得 分

呈现出逐年递增的趋势。在Ａ学习理解、Ｂ实践应

用、Ｃ创新迁移三项能力的发展中，学习理解能力表

现总体优于实践应用、创新迁移。但同时也发现，学
习理解在高年级出现了下滑的趋势；而实践应用和

创新迁移基本呈现递增趋势。需要强调的是，本研

究并非是追踪研究，故各年级学生并非同一群体，不
能在严格意义下解释为学生学习理解能力随着年级

增长而下滑，但本研究采用全学区分层随机抽样的

调查研究设计，可以在一定程度上排除不同年级参

测学生的群体异质性。另外，进行的学生调查问卷

中，可以发现类似的趋势，学生自陈的“学习理解”活
动随着年级的增加逐渐减少，这是该区教学中存在

的客观问题，需要引起重视。
（四）不同类别学校数学学科能力表现比较

表２　不同类别学校各年级各维度表现（以８年级为例）

一类校 二类校 三类校

数学能力总体表现 ５７７．２５　 ５０６．２３　 ４５２．０３

学习理解能力 ７９４．１３　 ７４１．９０　 ６６１．３３

实践应用能力 ５４５．９５　 ４５９．４７　 ３９９．８５

创造迁移能力 ４７９．６０　 ４１４．１７　 ３６８．８５

函数 ５７４．６５　 ４７３．３３　 ３７４．２３

方程不等式 ５７８．４５　 ５００．４７　 ４２６．９５

图形的性质 ５５０．４８　 ４７９．６３　 ４２９．７０

概率统计 ６８２．２３　 ６２４．１３　 ５６９．６５

　　以８年级为例，三类学校之间在各个能力维度

上的均值表现差异显著。通过单因素方差分析各能

力维度和内容维度，发现不同维度上三类学校之间

在各能力维度 和 内 容 维 度Ｓｉｇ值 均 为：０．０００，即 各

类学校的学生在各能力维度和内容维度的均值的差

异显著。

观察各维度的均值差异还可以发现，在能力维

度方面，三类学校之间差异较大的是实践应用能力

和创新迁移能力；在内容维度方面，三类学校之间差

异较大的是函数。结合第三部分的分析结果可以得

知，基础能力———学习理解能力在很大程度上 制 约

了学生数学能力的整体表现，而数学能力表现优异

的学生在高阶能力———实践应用、创新迁移能 力 上

表现的更为突出。

五、数学学科能力表现研究结论

通过本研究，得到结论和建议如下。

第一，学生在数学学科能力总体表现良 好。大
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部分学生的 数 学 能 力 表 现 介 于 水 平２和 水 平３之

间，即能在一定的情境中回忆事实性知识（如定义、
性质等），识别解决具体问题所需要的算法、法则和

公式等，能根据法则，能用模型、自然语言、图表、数

或字母等多种方式表示概念，通过列式计算、画出图

表等解决问题，并对结果的意义进行解释。
第二，学生数学能力及发展存在差异。从 结 果

可以看出，三类学校在不同主题、不同能力、不同年

级之间出现了差异化发展。特别是三类学校的学生

与一类和二类学校的学生在不同内容维度和不同能

力维度的表现均存在显著差异。总体来看，学生的

数学能力发展呈上升趋势，但学习理解能力在高年

级存在下滑的现象，结合问卷调查结果，该学区在高

中阶段需要对基础能力相关的教学活动引起重视。
第三，正 视 能 力 差 异，保 持 优 势 能 力。比 较 发

现，一类校和三类校之间差异最大的为高阶能力（实
践应用和创新迁移），并且学生的“实践应用”和“创

新迁移”的得分在五个年级间也表现出了递增趋势。
该学区在学生高阶能力的培养方面总结教研成功经

验的同时，也应继续优化与推广。
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ｃｏｍｐｅｔｅｎｃｙ　ｉｎｃｒｅａｓｅｓ　ｗｉｔｈ　ｇｒａｄｅ；ｂｕｔ　ｔｈｅ　ｂａｓｉｃ　ｃｏｍｐｅｔｅｎｃｙ　ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ　ｄｅｃｌｉｎｅｄ　ｉｎ　ｈｉｇｈｅｒ　ｇｒａｄｅｓ；ａｎｄ　２）

ｔｈｅｒｅ　ｗｅｒｅ　ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ　ａｍｏｎｇ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｙｐｅｓ　ｏｆ　ｓｃｈｏｏｌｓ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｃｏｍｐｅｔｅｎｃｙ；Ｒａｓｃｈ　ｍｏｄｅｌ；ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｃｃｏｍｐｌｉｓｈｍｅｎｔ
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