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发生教学法:起源、理论基础与应用
———以数学教育为例

华中师范大学教育学院 430079 张俊忠
北京师范大学教育学部 100875 綦春霞

德国生物学家赫克尔在 1866 年提出了“生物发
生原理”，即“个体发育史重蹈种族发展史”．［1］类推
于教育得出:个体知识的发生过程遵循人类知识的发

生过程．对于数学教育，即“个体对数学知识的理解过
程遵循数学知识的发生发展过程．”这样要求教师将
数学史融入数学教育中，教师需要理解人类是如何获

得某些数学概念或事实，从而对学生应该如何理解这

些知识作出更好的判断． 把数学史作为教学线索，不
明确地谈论数学史，用数学史来启示教学，这就是数

学发生教学法．
1 发生教学法的起源
古希腊哲学家亚里士多德(公元前 384 －公元前

322)认为，儿童在发展过程中必须一个时期一个时期
地重演人类从野蛮到文明的发展阶段．瑞士教育学家
裴斯泰洛奇(1746—1827)认为教学要以人的心理为
依据，要寻找和认识教学的心理根源． 德国教育家弗
罗贝尔(1782—1852)认为每一个注意到自己发展的
人，都可以在他自己身上认识和研究种族发展的历

史．英国教育家斯宾塞(1820—1903)认为“儿童的教
育，无论在方式上，或在安排上，均须与历史上人类的

教育相对应．”［2］

从语义学上看，发生学来自 17 世纪以来逐渐形
成的胚胎学，主要探讨生物学领域的发生发育和演化

问题． 1759 年，法国医生卡·沃尔夫最先提出，后来
由许多学者发展得到一个重要结论是:生物的胚胎发

育、个体发育以浓缩的形式重演相应物种的系统发
育，称之为“重演律”．德国生物学家赫克尔用他自己
的话来说，即“个体发生学(个体动物的发展)扼要的
重演了系统发育学(动物种类的进化历史) ．”［1］类推
于教育，即个体知识的发生过程遵循人类知识的发生

过程，这就是历史发生原理．
从已有的文献上来看，首先使用“发生教学”这

个词的是德国教育家第斯多惠(1790—1866)，第斯多
惠认为:所有的学科都应接受“发生教学”，因为这是
学科兴起和进入人类意识的方式

［3］．德国数学家 F·
克莱因(1849—1925)在为中学教师所撰写的《高观点
下的初等数学》中，经常从历史发展的角度来引入一

个新概念．
历史发生原理的思想在 20 世纪 20 年代就初具

雏形．在 20 世纪 50 年代末和 70 年代初，美国和欧洲
一些国家出现“新数运动”，在中小学介绍大学水平
的严格概念，导致学生在学习和理解概念的过程中经

历了明显的困难． 为了应对“新数运动”中出现的问
题，促成了历史发生原理向教学领域的迁移，发生教

学法( the genetic approach to teaching and learning)应
运而生．数学家托普利(1881—1940)和数学家波利亚
(1887—1985)是发生教学法的主要阐述者．
2 发生教学法的理论基础
发生教学法的本质是通过追寻思想的起源，激发

学习动机，再研究创始人所做工作的背景，以寻求他

试图回答的关键问题． 从心理学的观点来看，解决一
个问题而不知道问题的起源是很困难的．在保持数学
探究和教学结构严谨性的同时，还要剖析数学的演绎

呈现方式，让学生认识到数学的发展过程，而不仅仅

是逻辑顺序．发生教学法的基础是数学史，但并不是
研究数学史，而是选择相关的历史背景． 历史仅仅是
提供有利于学生学习的素材，发展学生的直觉，教学

的目的不是讲授历史，而是寻找学生学习的最佳方

式．人的心理产生于一定的历史文化环境，文化与认
知相互依存，不可分割

［4］．
发生教学法介于严格的历史方法与严格的演绎

方法之间，强调借鉴历史引入主题，但需要掌握恰当

的教学时机．由于学生学习某个主题往往需要解决问
题，因此在教学中，教师要关注“主题的必要性”和
“主题的可接受性”． 应当保护和发展学生对未知事
物猎奇的天性，积极引导学生经历知识的发生过

程
［5］．发生教学法的理论基础有历史发生原理、学习
动机理论和皮亚杰的发生认知原理等．
2． 1 历史发生原理
生物的胚胎发育、个体发育以浓缩的形式重演相

应物种的系统发育，称之为“重演律”．从“重演律”的
角度来看，对生物系统两个历史过程对比的重演律研

究，为我们研究其他物质系统和精神系统的发展规律

提供了启示．类推于教育，即个体知识的发生过程遵
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循人类知识的发生过程，这就是历史发生原理． 人类
认识真理的过程，往往要经过无数次的“实践—认
识—再实践—再认识”，有时要经过无数次的挫折和
失败，甚至经过许多人的努力才能得到比较准确的认

识，而每一个体的认识过程也是这样．
教育的任务是使学生的心智通过前人所经历的

历程，快速而不遗漏地通过每一阶段． 即有效的学习
是要求每位学习者追溯正在学习的主题在历史中演

变的主要步骤，有意识地安排一些必要的曲折和弯

路，重蹈人类思维发展中的那些关键性步子．
2． 2 学习动机理论
学习动机是直接推动学生进行学习的一种动力．

它是一种学习的需要，这种需要是社会和教育对学生

学习的客观要求在学生头脑里的反映，它表现为学习

的意向、愿望或兴趣等形式． 学习动机是激发个体进
行学习活动、维持已引起的学习活动，并使个体的学
习活动朝向一定的学习目标的一种内部启动机制．它
与学习活动可以相互激发、相互加强． 学生的学习活
动是由各种不同的动力因素组成的整个系统所引起

的．其心理因素包括:学习的需要，学习的必要性的认
识及信念，学习兴趣、爱好或习惯等． 从事学习活动，
除要有学习的需要外，还要有满足这种需要的学习目

标．学习目标同学生的需要一起，成为学习动机的重
要构成因素．
学习动机是影响学生学习活动的重要因素，它不

仅影响学习的发生，而且还影响到学习进程和学习结

果．教师既要善于激发学生学习的内部动机，又要恰
当激发学生学习的外部动机． 因此教师在教育中，教
师要通过情境，引出“主题的必要性”．激发学生的学
习动机，让学生认识到所引入的新主题乃是解决问题

的需要．
2． 3 皮亚杰的发生认知原理
在认识过程中，同化指主体把客体纳入自己的图

式之中，从而引起了图式的量的变化，顺应是指主体

的图式不能同化客体，因而导致图式质的变化，去适

应客体．儿童每遇到新事物，总是力图用原有的图式
去同化它，如果获得成功，原有的图式便得到巩固和

加强，认识达到平衡;如果失败，便做出顺应，建立新

的图式去适应现实，直至达到认识上的新的平衡． 这
种不断发展着的平衡，就是皮亚杰所说的认识结构的

建构过程，从而描述了认识的发生、发展的有序性和
阶段性．
儿童认识的建构过程可划分为四大阶段:感知运

动阶段、前运算阶段、具体运算阶段和形式运算阶段．
在发展过程中，每一个结构起始于前面阶段的结构，

把前面阶段的结构整合为一个新的结构，而这个结构

本身又继续向前发展，或迟或早地整合成为下一阶段

的结构．自我调节是生命组织的最基本的特征，正是
这种自我调节作用，主动地、不断地协调着有机体和
环境之间的关系，从而为认识结构中同化、顺应等机
能提供了生物学前提，使认识的发生和不断建构成为

可能．教育工作者的任务就是让孩子的思维经历其祖
先之所经历，通过某些阶段而不跳过任何阶段．
3 发生教学法的应用
3． 1 发生教学法的策略
运用发生教学法进行教学设计的关键在于教师，

对教师的要求是:(1)要全面了解所教主题的历史;
(2)要理解该主题历史发展过程中的关键环节;(3)
掌握一个环节发展到下一个环节的原因是什么? 遇

到的困难和障碍是什么? (4)重构历史环节，使其适
合于课堂教学;(5)设计出一系列由易到难、环环相扣
的问题．可以是历史上的问题，也可以是改编的问题．
具体实施时，通常从四个角度分析教学内容的发

生过程:历史、逻辑、心理学和社会文化． 设计可以分
为四个阶段:(1)创设问题情境:思维和认知过程的起
源是构造问题情景的最佳方式． (2)自然引出新问题:
思考和理解的第一步是产生问题，而且每解决一个问

题就会产生新的问题． 因此，在解决了最初的问题之
后，还需要不断思考新的、自然出现的问题． (3)分析
学生的认知需求:确定学生思维能力的水平，估计过

程中可能存在的困难，重要的是寻求激发学生学习动

机的方法． (4)重构历史顺序:在现代教学背景下重构
关键的思想和问题，使之更适合新知识的教学，强调

以发生的历史过程解释概念、理论或关键思想后面的
动机．因此数学课堂教学也是一个复杂的社会文化和
认知发展过程

［6］．
3． 2 发生教学法的实践
现在以北师大版七年级数学上册第三章“整式及

其加减”第一节“字母表示数”为例，详细介绍发生教
学法的具体过程． 通过阅读整节，作为教师要了解四
个问题:

3． 2. 1 全面了解“字母表示数”的历史
19 世纪德国数学史家内塞尔曼在《希腊代数》中
将代数学的发展分成三个阶段:修辞代数、缩略代数
和符号代数．
修辞代数阶段，人们没有使用符号表示数，所有

问题的解决都用文字来说明，如古巴比伦泥版

BM13901 上有七个问题，其中第 1 题是:“将正方形面

积与边长相加，和为
3
4 ，求边长．”解法是:置系数 1，

半之，得
1
2 ;

1
2 自乘，得

1
4 ．将 1

4 与
3
4 相加，得 1;此为

2

ZHONGXUESHUXUEZAZHI 中学数学杂志 2015 年第 2 期



1 的平方，从 1 中减去 1
2 ，得

1
2 ，即为正方形边长．”

在古希腊，毕达哥拉斯学派(公元前六世纪) 研

究了多边形数，数学家们能轻易说出一个具体的多边

形数．由于不知道字母表示数，他们却无法表达“任一
三角形数”．同样数列的“通项”概念在修辞代数里是
根本不存在的，所有数列求和的结果都是针对具体的

若干项．塞流斯时期(约公元前 300 年) 泥版 AO6484
上载有1—10的平方和，结果是12 + 22 + 32 +… + 102

= (1 × 1
3 + 10 × 2

3 ) × 55．古代两河流域、阿拉伯的

代数学均属于修辞代数．
公元三世纪，古希腊数学家丢番图在《算术》中

首次用字母“ζ”来表示未知数，于是丢番图成为缩略
代数最早的作者． 在《算术》第 1 卷中［7］，第 1 题是:
“已知两数的和与差，，求这两个数．”丢番图的解法
是:假设和为 100，差为 40，较小数为 x，则较大数为 40
+ x，则 2x + 40 = 100，故得 x = 30，而较大数为 70．这
里我们把丢番图的“ζ”改成了 x．后来，使用不同的字
母表示不同的数，但是可以看到字母总是表示未知

数．由于不知道用字母也可以表示任意已知数，丢番
图只能用特殊的数来代替题中的已知数．
古代印度数学家使用缩略的梵文音节来表示未

知数，没有用缩略音节来表示任意数(包括已知数和

未知数) ．如印度数学家婆什伽罗(1114—1185) 和古
希腊数学家一样，不会用字母来表达“任意多项”和
一般项，只是取一些特殊的项数，且通项公式与求和

公式都是用文字来描述，因此古代印度的代数属于缩

略代数．
中国宋元时期的数学家使用“天元”来表示未知

数，“二元一次方程”中的“元”指的就是未知数． 在
“天元术”中，通过系数的纵向有序排列来表达多项
式，在常数项右边标一“太”字，或只在一次项系数的
右边标一“元”字，中国宋元时期的“天元术”最多也
只能归入缩略代数．
公元十六世纪，法国数学家韦达(1540—1603)

实现了历史性的突破，在《分析引论》(1591) 中使用字
母来表示未知数和已知数． 他说:“本书将辅以某种技
巧，通过符号来区分未知量和已知量:用 A或其他元音
字母 I、O、V、Y等来表示所求量，用 B、G、D或其他辅音
字母来表示已知量，始终如一，一目了然．”并将这种新
的代数叫“类的算术”，以区别于过去的“数的算术”，
“类的算术”就是符号代数． 规定了算术与代数的分
界，认为代数运算施行于事物的类或形式，算术运算

施行于具体的数．这就使代数成为研究一般类型的形
式和方程的学问． 法国数学家笛卡尔(1596—1650)

对韦达的符号系统进行了改进．从修辞代数到符号代
数，代数学经历了三千多年的漫长历程．
3． 2. 2 “缩略代数”到“符号代数”是关键
“缩略代数”阶段以字母表示未知数为典型特
征，丢番图是这一时期的典型代表人物． 随后印度数
学家阿里耶波(476—550) 等虽朝向“符号代数”有所
接近，但只在字母表示数的类型与方程解的一般性上

做出了贡献，而不是尝试表达“任意数”．在丢番图之后
一千多年间，欧洲人不仅没有进步，反而倒退回古巴比

伦祭司的水平，即修辞代数阶段．如 13世纪初，意大利
数学家斐波纳契在《计算之书》中，依然没有用字母来
表示数．在该书第 12章，作者给出二次幂和的求法，他
只能与古希腊和阿拉伯数学家一样，取一个特殊的数

作为项数．方程的求解过程也完全是用文字来表达的，
将未知数称为“物”． 16世纪，意大利数学家尽管在三次
和四次方程的求解上取得突破，但他们仍未利用字母

表示数的便利． 塔塔里亚(1499—1557) 为了不让自己
遗忘所发现的三次方程求根公式，自编长诗．
中世纪阿拉伯的数学家尽管在数列求和方面取

得了卓越的成就，但是他们不会用字母来表示数． 如
他们不会表示数列通项和“任意多项”，他们只能通
过具体的若干项来说明求和的方法． 虽然“代数学”
的名称源于花拉子米(约 780—约 850) 的著作，而花
拉子米却用“1平方与10根等于39单位”这样的语言
来描述一元二次方程 x2 + 10x = 39．
“字母表示数”经历了三千多年的历史过程，经
过许多数学家的探索和完善．学生只靠几节课又如何
能跨越如此漫长的历史长河? 诚如 M·克莱因对“新
数运动”的批判:从古代埃及人和巴比伦人开始直到
韦达和笛卡儿以前，没有一个数学家能意识到字母可

用来代表一类数
［8］． 因此，这样的过渡仍然需要经历

缓慢的过程而非一蹴而就． 只有随着逐步的学习，学
生才能逐渐理解和接受符号代数．
3． 2. 3 学生学习的障碍和困惑
在长期的算术学习中，学生形成的认知与代数学

习有较大的差别，“字母表示数”意义的多样性与不
确定性是造成学生学习代数的主要障碍．字母意义的
演变过程为:记数符号—未知数—任意数． 随着人们
对字母意义认识水平的提高，字母表示数的功能逐步

得到发展与完善，这是一个漫长的过程． 因此学生在
学习“字母表示数”的时候会遇到许多困难，主要表
现为:不同字母可以取同一个值;同一个字母在不同

时刻可以取不同的值;同一字母在不同问题中可以取

不同的值;在同一题中不同的数要用不同字母表示;

字母不一定表示对象，也可以表示单位(如 m 可以表
示米)等．
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3． 2. 4 根据历史，重构课堂
每位孩子的认知发展可能各有特点，但总体上应

该遵循人类认识的一般规律． 按照人们对“字母表示
数”的认知发展过程，孩子对“字母表示数”的认知应
该分为以下几个阶段:第一阶段，字母不仅可以表示

未知数，还可以表示已知数;第二阶段，字母不仅可以

表示特定的意义，还可以表示变化的数;第三阶段，不

仅可以在缩略水平上运用字母，还可以在符号水平上

运用字母;第四阶段，学生设计符号、运用符号，自觉
地用字母表示数来进行计算、分析、推理和论证．没有
这四点认识的逐步递进，即使反复强调“字母表示
数”是由具体到抽象的飞跃，学生还是不可能在心理
上表征“字母表示数”的真正意义．“字母表示数”的
新意义要进入学生已有的认知结构，字母运用的原有

经验是必经的节点． 学生的认识要实现飞跃，就必须
对“字母表示数”的新意义和旧经验之间的区别有清
楚的认识．鉴于此，教学的整体设计何去何从，似乎不
难选择，在课堂上再现人类认识的三千多年历史也就

顺理成章了．
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基于 APOS理论的初中生函数概念认知调查
*

深圳市龙岗区平冈中学 518116 袁柳芳 蒋 科

1 APOS理论简述
APOS理论是美国的杜宾斯基等人在数学教育

研究实践中发展的一种理论，是针对于数学概念学

习过程研究的一种建构主义的学习理论，
［1］
杜宾斯

基认为，学生学习数学概念要进行心理建构，这一建

构要经历 4 个阶段:操作阶段(Action)、过程阶段
( Process )、对 象 阶 段 ( Object ) 和 图 式 阶 段
(Scheme)，取这四个阶段英文单词的首字母，定名
为 APOS理论［2］．这种理论不仅指出学生的学习过
程是建构，而且表明了建构的层次．
操作阶段(Action)是学生理解概念的一个必要

条件，通过操作让学生亲自体验，感受直观背景和概

念间的联系．例如，在有现实背景的问题中建立函数
关系: y = x2，需要用具体的数字构造对应:2 → 4;3
→ 9;4 → 16;5 → 25;……通过操作，理解函数的意

义．
过程阶段(Process) 是学生对操作进行思考，经

历思维的内化，概括过程，学生在头脑中对活动进行

操作和反思，抽象出概念所特有的性质． 一般地，有
x→ x2;其它各种函数也可以概括为一般的对应过
程:x→ f(x) ．
对象阶段(Object) 是通过前面的抽象认识到

了概念的本质，对其进行压缩并赋予形式化的定义

及符号，使其达到精致化，成为一个思维中具体的对

象，在以后的学习中以此为对象去进行新的活动．比
如函数的加减乘除、复合运算等，在表示式 f(x) ±
g(x) 中，函数 f(x) 和 g(x) 均作为整体对象出现．
图式阶段(Scheme) 的形成是要经过长期的学

习活动进一步完善，起初的图式包含反映概念的特

例、抽象过程、定义及符号，经过学习，建立起与其他
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