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一、PISA数学素养测试

PISA（国际学生评估项目）是由经济合作与发

展组织 （OECD） 发起的一项国际学生评价项目，

其测试对象是临近义务教育尾期 （15 岁） 的中学

生的阅读、科学和数学素养，自 2000 年起每三年

进行一次，九年为一个周期，每届主测一个素养，

另两个素养辅之。

该国际评价项目主要从终身学习的角度来看待

和评估教育的真谛，着重考查15岁中学生对于未

来生活可能面临的问题情境的准备程度及习得的必

备的知识技能。考查的知识技能主要包括：沟通、

适应性、学习策略、弹性、时间管理、自我信念、

问题解决、咨讯技能等。该国际测评项目侧重教

育品质和均等研究，以学生社会经济背景和性别

差异等因素作为分析学生是否享有均等受教育机

会的变量。

二、2012年PISA数学素养测试分析框架

2012年国际学生评估项目 PISA 测试的主项为

数学素养（Mathematical Literacy），和 2003 年相同。

笔者通过分析 OECD 官方网站发布的 PISA 2012

Mathematics Framework，发现 2012 年 PISA 数学测

评框架依然是三个分析维度（即数学情境、数学内

容、数学过程），在数学素养概念界定和分析框架

方面略有调整，具体分析如下。

（一）数学素养定义

2012年 PISA 数学素养的定义如下：个体能够

在不同情境中形成、运用、解释数学的能力，包括

数学地推理、运用数学概念、程序、事实和工具来

描述、解释、预测，帮助个体理解数学在社会生活

中的作用，并且能够作出好的决策和判断，成为一

基于PISA2012数学素养测试分析框架的

例题分析与思考*

[摘 要]PISA2012从内容、情境、能力三维度完善了数学素养评价分析框架。重点分析了PISA分析框架

中数学过程与数学基本能力这一维度的特点，精选了“不确定性、数量、空间和图形”四个内容领域

的三道PISA测试题，在北京市一所普通初中的初二年级学生中进行同题测试，结合数据分析，提出改

进数学素养评价和中学数学教学研究的建议。
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数学过程与数学基本能力的关系 表1

数学基本能力

交流

数学化

表述

推理和论证

设计问题解决策略

运用符号的、正式的、
技术的语言和运算

使用数学工具

数学过程

表述

阅读、编码、理解文字表述、
问题、任务、目标、图片或基
于计算机测试的动画

基于生活中的真实问题，确定
相应的数学变量和结构，形成
假设

对生活中真实问题信息进行数
学化表述

对确定的或设计的生活中真实
问题情境的表述进行解释、辨
认或判断

选择或设计一个策略，数学化
地重构情境中的问题

使用合适的变量、符号、图像
和标准化建模，用符号化／形
式化语言再现真实问题情境

使用数学工具，识别数学结构
或陈述数学关系

运用

清晰地表达问题解决方案，包括方案
的设计、概括、数学结果的陈述

通过理解情境实现引导或促进数学过
程的发生

在解决问题过程中理解、运用多样化
的表述

解释、辨认或论证基于影响数学结果
或方案的过程、运算，联系题目提供
的信息推断数学结论，概括或进行多
步骤的推理论证

经过多步骤推理论证，得到数学结
论、方案和推论，形成有效持续的解
决策略机制

基于概念、规则、形式系统和运算法
则，理解、使用有条理的构造

知道且能够恰当使用各种不同的工
具，在数学问题解决过程中提供帮助
和支持

评估

构思、交流基于情境中问题的解释
和论证

理解数学问题解决方案的应用程度
和局限性，是应用数学建模的结果

用多种方式解释与情境相关的数学
结果，比较或评估两种或两种以上
的情境表述方式

反馈数学结果，进行解释和合理论
证，支持、驳斥或限定基于情境产
生的数学结果的作用

设计和使用策略，以确保解释、评
估和证实基于问题情境的数学结果
的有效

理解问题情境和数学结果表达之间
的关系，运用该理解帮助解释该结
果对于问题情境的可行性、局限性

使用数学工具确定基于问题情境的
数学结果的合理性和局限性，促进
数学结果的交流

个具有建设性、参与性、反思能力的公民。这个定

义体现出三个特点：更为关注学生作为问题解决者

的身份；强调情境和问题之间的有机关联；更为关

注包括信息技术在内的数学工具的重要作用。

2012年数学素养明确提出包括数学工具使用，

工具包括实体计算工具和数字化设备、软件、计算

器。基于计算机的数学工具使用是21世纪常用的

一种学习方式，也将成为更加主流的方式。2012年

PISA测试的创新之处在于增加了基于计算机的数

学评价，作为一个选项提供给参与测评的国家和地

区，同时在数学调查中是允许使用计算器的。计算

器包括网络计算器是能够帮助学生完成测试任务

的，也能够提供一些便利条件来检测纸笔测验所不

能完全测试到的数学素养的一些内容。

（二）数学素养模型

2012年，OECD给出的数学素养模型包括三维

度架构：一是情境维度即问题情境，指15岁学生

可能面临的各种问题，具体包括个人生活的、职业

的、社会性的、科学性的四种情境；二是内容维度

即数学内容知识，包括变化和关系、空间和图形、

数量、不确定性四大领域内容；三是过程维度即三

种数学过程和七种数学基本能力，见表1。

PISA2012数学测试第一次表明该模型能够根据

数学过程反馈评估结果，且该模型将为反馈评估结

果提供有价值的信息，为政策制定者、教育工作者

提供研究学生数学学习过程的有效资料。学生运用

数学解决问题的能力是取决于在表述、运用、评估

这三个数学过程的表现的。

2003年起，摩根·尼斯（Mogens Niss）和他的

丹麦同事经研究提出了八种数学能力，基本确立了

2003 年 PISA 数学测试分析框架中包含的数学能

力，形成数学行为评价的基本框架。2012年 PISA

分析框架对此作了一些修订，是基于数学专家组

（Mathematics Expert Group,简称MEG）对前几轮测试

中数学能力运用情况的调查得出的，这次修订主要

是将八种能力调整成了七种能力：交流，数学化，

表述，推理和论证，设计问题解决策略，运用符号

的、正式的、技术的语言和运算，使用数学工具。

这些能力尤其体现在学生问题解决过程中，因此，

也就成为数学素养测试中的重要部分。
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唱片排行榜 表2

题型

选择题
（3道）

内容
领域

不确
定性

内容来源

公开数据，
音乐杂志或
网络音乐排
名

情境
类别

社会性
情境

考查方向

读取条形图提
取相关信息，
进行数据资料
分析

考查难度

2012 年测
试里最容
易的题目
之一

三、基于 PISA 数学测试分析框架的

例题分析
（一）基于分析框架的PISA例题分析

根据初中数学教学内容的特点，本研究从数学

内容知识维度出发，精选了“不确定性、数量、空

间和图形”四个内容领域的例题，结合 PISA 2012

Mathematics Framework 中的三道原题，重点从数学

过程、基本能力考查方向进行分析。为了更好地了

解该题在数学能力、素养测试方面的要求，笔者在

北京市一所普通初中学校随机抽取初中二年级一个

普通班的学生完成了这三道题的测试，该班共有

32名学生 （以下简称A班学生）。笔者对学生答题

情况进行统计，与2012年 PISA测试结果进行比较

分析，具体如下。

例题1：唱片排行榜

从例题1的基本信息来看，主要是考查学生读

图提取信息的能力，难度很小，具体特点参见表2。

一月份，银河乐团和动力袋鼠乐团发行了新唱

片。二月份，小甜心乐团和铁甲威龙乐团也发行了

新唱片。下图显示的是这些乐团由一月至六月的唱

片销售量 （见图1）。

1.四月份铁甲威龙卖出多少张唱片? （ ）

A 250 B 500 C 1000 D 1270

2. 在哪一个月份，小甜心乐团的唱片销售量首次

超过动力袋鼠乐团？ （ ）

A 没有任何月份 B 三月 C 四月 D 五月

3.动力袋鼠乐团的经理感到担心，因为他们二

月到六月的唱片销售量下降。如果这个下降趋势持

续，他们七月份的销售量估计是多少? （ ）

A 70张 B 370张 C 670张 D 1340张

第一题学生是可以直接读图回答的：找准横坐

标确定月份 （四月），找准纵坐标确定乐队，二者

对应结合点即为乐团唱片销售数量，正确答案 B

500张。数学过程侧重考查表述过程，从数学基本

能力考查来看，题目信息明确，对15岁学生而言完

成这道题的交流能力、设计问题解决策略能力、表述

能力、读取图表信息技术能力、推理论证能力要求很

低。2012年PISA测试中87%的学生答对了这道题，A

班学生正确率为90.6%，略高于PISA测试答题正确率。

第二题难度稍大，需要将小甜心乐团、动力袋

鼠乐团的两个数据一起读，且要比较两个乐团唱片

销售情况条形图的关系，推断随着月份推移条形图

的变化，细心读题才能找到正确答案C 四月。问题

解决策略则要求略高，需要将两个乐队数据进行比

较，数学化过程同样需要将销售情况与图表建立直

接关联，需要进行简单的推理论证。2012年 PISA

测试中78.0%的学生答对了这道题，A班学生正确

率为93.8%，明显高于PISA测试答题正确率。

第三题比前两道题难，需要学生很好地理解图

表中的数学关系，抓住关系本质，估算该乐团从二

月开始每月光盘销售量平均下降的数量，并预测下

一个月光盘的销售量。首先需要从图表中读取乐团

每月光盘销售数据，其次估算乐团光盘销售量逐月

下降的数值 （300张左右），并将此销售量下降数

值运用到图表中最后一个月（六月光盘销售量约为

670张），推断保持销售量继续下降的七月销售数

值 （370张）。本题数学过程侧重于运用，即运用

图表数据进行推理分析，作出判断。设计问题解决

策略方面的要求比前两题要高得多。数学化则要求

从给定情境提取信息，读取多个数据，并计算出逐

月下降的常量；表述能力方面使用给定图表销售量

的既定趋势预测，需要有一些推理能力。整体而言

题目不难，2012年PISA测试中76.0%的学生选择了

正确答案B，15.0%的学生选择了C。A班学生正确

2250
2000
1750
1500
1250
1000
750
500
250

0
一月 二月 三月 四月 五月 六月

月份

银河

动力袋鼠

小甜心

铁甲威龙

图1 每月唱片销售情况
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图2 A班学生第3题答题情况

图4 A班学生第4题答题情况

攀登富士山 表3

题型

选择题
（1道）
简答题
（2道）

内容领域

数 量（第 4
题、第6题）
关系和变化
（第5题）

内容
来源

公开
数据

情境
类别

社 会
性 情
境

考查方向

读题提取信息，
把握“速度”这
一核心概念，进
行计算和转换

考查
难度

2012年测
试难度很
大的题目

率仅为43.75%，56.25%均选择了选项C，远低于PISA

测试答题水平 （见图2）。对“下降趋势持续”和

“七月份销售量的估计”的理解，是本题的易错点，

同时也考查学生从图中提取信息能力和推理能力。由

此可见，A班学生在读图、预测推理能力方面有待提高。

例题2：攀登富士山

富士山是日本著名的休眠火山，见图3。例题

2也是来源于公开数据，考查学生从情境中抽象出

数学问题和通过数学建模解决问题的能力，难度较

大。具体信息参见表3。

4.富士山只在每年的 7 月 1 日至 8 月 27 日对

外开放，这期间有 200，000 人来攀登富士山。平均

每天有多少人来攀登富士山? （ ）

A 340 B 710 C 3400 D 7100 E 7400

5.从御殿场到富士山的登山步道长约 9 公里

（km)。游客必须在晚上八点前完成来回18 km 的路

程。山本估计自己可以以平均每小時 1.5 km 的速

度登山，并以两倍的速度下山。此速度的估算包含

用餐和休息所花费的时间。按照山本估计的速度，

他最迟要在何时出发才能在晚上八点前回来?

答：____________________________________

6. 山本带着一个计步器去记录从御殿场到登山

步道所走的步数。他的计步器显示他在上山时走

了 22，500 步。山本在御殿场登山步道共走了 9 km,

以公分 （cm） 为单位估算他步伐的平均长度。

答:____________________________________cm

第四题属于中等难度的题目，主要是根据已知

总数和特定时段，找出平均每日人数。数学过程侧

重考查表述过程，通过建立数学模型找到答案。数

学基本能力的设计问题解决策略要求属于中等难

度，需要从题目数据中找出总天数，即七月一日到

八月二十七日之间的总天数，算出平均数，需要进

行一定的推理和论证。2012年 PISA 测试中 46%的

学生选择了正确答案 C，A 班学生答题正确率为

75%，显著高于 PISA 测试答题水平。PISA 测试中

19%的学生选择了E选项，A班有15％的学生也选

择了E选项，是提取文本信息确定核心概念“总天

数”出错缘故所导致的，见图4。

第五题是给定两种不同速度、旅程总距离以及

返回时间，要求答题者计算出发时间。该题数学过

程侧重考查表述过程，通过数学建模找出解决问题

的方案。在设计问题解决策略方面要求高，需要将

几个数字建立联系，一是依据上山时间、下山时间

计算平均速度，二是依据返回时间、休息时间来计

算出发时间。在数学基本能力中，数学化要求较

高；需要理解不同的时间 （用餐时间、休息时间）

及其表述、知道整个行程的流程是先上山后下山

等；运用形式化、符号化、技术语言和运算能力要

图3 富士山
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修建花坛 表4

题型

是非判
断的单
选题（4
道）

内容
领域

空间与
图形

内容
来源

生活中的
真实问题

情境
类别

职业的
情境

考查方向

通过几何图形的
周长计算，重点
考查运用几何知
识和推理能力

考查难度

从 2003 年
以 来 难 度
大的题目

花坛设计示意图

设计示意图A
设计示意图B
设计示意图C
设计示意图D

用该设计图，能用32米材料完成花坛的修建吗？

是 / 否

是 / 否

是 / 否

是 / 否

图5 花坛设计示意图

求较高，理解“平均每小时速度1.5km”是答题的

关键一步。因为路程是固定的（18km），上山、下

山速度不一样，上山、下山所需要的时间是不一样

的，计算出发的准确用时需要对题目信息准确把

握，并进行很好的论证推理。2012年 PISA测试中

只有12.0%的学生填写了正确答案“上午11点”，A

班学生答题正确率为56.3%，明显高于PISA测试学

生水平，这与我国初中数学重视行程问题教学有关。

第六题陈述了距离（以km为单位），用距离除

以步数，得到平均步伐长度 （以cm为单位进行表

示）。该题数学过程侧重考查运用过程，需要运用

数字、概念、公式进行演算，涉及两个考点，一是

行程问题计算，根据距离和总步数计算平均步伐，

二是单位换算，难度很大。从数学基本能力考查方

面来看，推理论证能力要求明显高于第四题，求平

均步伐长度需要将距离与总步数建立联系，数学化

要求也相对提高，准确理解生活中人行走时平均步

伐长度，一般人们行走的平均步伐长度是50cm左

右，对于推断该道题答案是有帮助的；对运用符号

的、形式的、技术语言计算要求是较高的，因为两

个数字单位是不统一的，需要进行单位换算。2012

年 PISA 测试中只有 11.0%的学生填写了正确答案

“40”，A班学生答题正确率为71.9%，明显高于PISA

测试学生水平。PISA测试中有4.0%的学生计算正

确，而单位换算错误，将答案写成了 0.4 或 4000，

这种单位换算带来的计算错误在 A 班是没有出现

的，足见我国初中的基础知识教学是很扎实的。

例题3: 修建花坛

“修建花坛”属于空间与图形领域，是生活中

的真实情境问题，主要考查学生认识并计算不同图

形的周长。由于是非常规图形，因此题目有一定的

难度，具体特点参见表4。

一个工匠有 32 米的材料，准备围着花园地表

砌一个装饰的花坛，他正在考虑下面的花坛设计示

意图。请判断在设计图里所需材料是否能用 32 米

的材料完成：如认为是，请在“是”上画勾，如认

为否，则在“否”上画勾 （见图5）。

该题考查数学过程的运用，即运用数学知识、

数据、程序进行推理。该题目最大的挑战是构成周

长的各个线段长度不明确，要找准信息并推断出相

对长度，设计解决问题方案。题目对交流能力要求

主要是阅读、理解题意，将文字信息与四个设计示

意图的几何表述方式建立联系，数字标识清楚，不

需要数学化表述，也不需要使用数学工具；设计问

题解决策略注重的是要清楚周长信息，能从一些已

知信息进行推断，答题中最核心的能力要求是推理

论证能力。图 B 的周长无法从图片信息中直接得

知。图B中给出了平行四边形上下对边的长度，左

右对边的长度需要通过推理计算才能得知，需要沿

下方边长垂直做高、勾股定理进行推理得知，直角

三角形斜边大于任意一个直角边，故图B中平行四

边形左右两侧对边均长于6m，加上上下对边边长

和 20m，总周长是大于 32m，不符合题意。图 A、

C、D的周长可以从图片中已有信息推断，均符合

题意：图A中与水平方向垂直的两侧边长的总长度

没有告知，可以利用与水平面垂直的高的边长

（6m），用符号、形式语言对图形进行适当填补，

推理得出图A的周长为32m。同理可以得到图C和

图D的周长。PISA测试中答对的学生低于20.0%，A

班学生在四个选项上判断正确率超过70%，且对图

A、C、D判断正确率近90.0%，明显高于参加PISA

测试的学生的水平，可见我们的学生运用几何知识

进行运算和解决生活中实际问题的能力是较强的。



E D U C A T I O N A L S C I E N C E R E S E A R C H 51

管理与评价

（二）基于PISA测试分析框架和例题的几点思考

1. 重视对数学过程的考查

PISA 2012年数学测评框架在2003年测评框架

的基础上进行了适当调整，完善了数学素养内涵，

且将目标任务解决过程和数学基本能力有机整合，

对于数学素养评定有了清晰的路径，能依据结果解

释学生数学思维认知过程，意义是非常大的。我国

的中高考数学测试中更侧重于知识和技能的测试，

过程与方法维度测评相对较少，从国家学科测试框

架顶层设计层面，应该进一步加强对PISA命题理

念、测试分析框架和样题的分析，在数学素养测试

方面加强数学“过程”的考查。

2. 重视对真实情境问题“数学化”的考查

PISA非常重视考查学生将真实情境中的问题数

学化，运用数学知识、技能去解决生活中的实际问

题的能力，因此，题目都是从情境维度测评学生数

学素养的，97.0%的PISA数学素养测试试题都是有

真实情境的。我国学生的数学基础知识扎实，如果

考查用数学语言来解决数学问题，学生的得分会很

高，如例题2、3，A班学生答题正确率很高，远远

高于PISA测试学生水平。可是现实世界中遇到的

问题通常是具有不同表征形式的，并不一定都是用

数学语言表达的，故此在数学教学中关注真实性问

题情境的创设，强化现实问题向数学问题的思维转

换训练，且提高学生对不同表征形式的数学问题的

理解和转换能力，就显得尤为重要了。

3. 重视学生读图、提取信息能力的培养

PISA数学测试重视对学生读图、认图、释图能

力的考查，关注学生运用数学知识解决现实生活中

的问题，故此测试题中多有图表类型的题目。21

世纪是信息化快速发展的时代，学生在日常生活中

经常会看到各式各样的图表或表格，学生是需要学

会读图并能对图表内涵进行解读的能力的。从A班

学生答题情况来看，例题1是以图表形式呈现任务

目标，需要学生提取图表数据并进行分析、判断、

计算和预测，第三小题学生答题正确率非常低，只

有43.75%，远远低于PISA测试学生水平，这说明

教学中要加强学生读图、认图、释图能力培养，这

也是学生适应信息化社会一种必备的基础。

4. 重视学生基于计算机的数学能力考查

PISA 2012 数学测试首次提供了基于计算机的

测试，不仅能够测量学生的信息技术素养，同时还

大大减轻学生计算方面的负担。通过设置一些动态

性、交互性的测试任务，考查学生用数学工具进行

恰当地表达和交流的能力。这种测试方式得到了广

泛的好评。我国的中学数学及其他学科测试，多注

重纸笔测验，很少引入计算机测试。从 PISA2015

中国国家中心组织的预测试情况来看，学生纸笔考

试完成得非常好，计算机测试形式明显影响了答题

速度和表达准确性，这与2012年上海学生基于计

算机问题解决能力测试结果是一致的：上海学生与

其他国家（地区）数学、阅读、科学成绩相当的学

生相比，使用计算机解决问题的表现显著较低，这

与学生在家庭和学校用电脑学习的情况有关。因

此，中学数学教学中应适当加强数学工具 （硬件、

软件）的功能教学，关注让信息技术成为学生学习

和生活的工具。教学中要多给学生提供实践型、开

放型、研究型学习的机会，增强学生在不确定条件

下解决问题的能力和意愿，加强为学生设计个性化

的作业，鼓励学生完成基于计算机的研究性作业。

总之，基于 PISA 数学测试分析框架的例题分

析给我国数学素养评价、数学教学提供了诸多启

示。借鉴PISA数学测试的理念和理论，可以丰富

我国数学教育评价的研究。依据PISA测试数学过

程与基本能力结合的框架，可以完善我国数学素养

评价的工具，同时对于数学教学的改进、学生数学

素养的提升都有重要的价值。
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