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摘要　近年来，关于偶数ｐ－级数的求和问题已有许多研究结果．最近，作者获得了偶数ｐ－级数的一个求和显式，同

时，也得到了其交错级数的一个求和显式．本文对这些结果作了进一步的改进，使计算更为简单可行．
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　　无穷级数理论是微积分学的重要组成部分，它在
组合数学、近似计算等领域也起着重要的作用．级数
理论中的两大基本问题是级数的审敛与求和．对于一
般ｐ－级数而言，审敛问题已解决，但求和问题有待进
一步研究．这个问题一直受到人们的关注［１－４］，但至今
仍未全部解决．
近年来，人们试图先解决比较简单的偶数ｐ－级数

的求和问题，并取得了一些进展［５－６］．最近，本文第一
作者获得了这个问题的最终结果，同时还得到了其交
错级数的一个求和显式［７］．为方便说明，我们先引进
文献［７］中的一些记号和结果：ｐ－级数及其交错级数
分别记为

σ（ｐ）＝∑
ｎ≥１

１
ｎｐ
，（ｐ＞１）；

τ（ｐ）＝∑
ｎ≥１

（－１）ｎ－１

ｎｐ
，（ｐ≥１）． （１）

　　引理１［７］　偶数ｐ＝２ｋ－级数及其交错级数的求和
显式分别为

σ（２ｋ）＝ ２２ｋ－１

４ｋ－２
π２ｋ　Ｍｋ，τ（２ｋ）＝ １２π

２ｋ　Ｍｋ， （２）

其中Ｍ０＝１，并且对于ｋ≥１，有

Ｍｋ ＝ ∑（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ
λｊ１λｊ２…λｊｌ，

λｉ ＝
（－１）ｉ＋ｌ
（２ｉ＋１）！

（３）

这里的和式是对所有ｋ－级排列（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ 而取．
利用这个引理，我们可以很方便地计算出以前人

们已经得到的几个特殊的结果σ（２），σ（４），σ（６）（如文
献［４］和［５］）以及最近在文献［７］所得的结果σ（８），

σ（１０）等：

σ（２）＝π
２

６
，

σ（４）＝π
４

９０
，

σ（６）＝π
６

９４５
，

σ（８）＝ π８
９　４５０

，

σ（１０）＝ π１０
９３　５５５．

（４）

　　当然，还有对应的交错级数的几个结果：

τ（２）＝π
２

１２
，

τ（４）＝７π
４

７２０
，

τ（６）＝ ３１π６
３０　２４０

，

τ（８）＝ １２７π８
１　２０６　９００

，

τ（１０）＝ ７３π１０
６　８４２　８８０

． （５）

然而，随着偶数ｐ的增大，计算的难度就会越来越大．
那么如何才能使得计算比较容易呢？本文的目的是要

对这些结果作进一步的改进，使计算更为简单可行．
由引理１不难发现，化简式（２）计算的关键问题

是化简其中的 Ｍｋ 的计算．因此，下面重点讨论一下
Ｍｋ 的化简问题．

Ｍｋ 的求和是对所有ｋ－级排列（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ 而取，
这个概念在文献［７］中有明确的定义．为了方便计，我
们再次引入并推广这个概念：
设（ｊ１ｊ２…ｊｌ）为ｌ个正整数ｊ１，ｊ２，…，ｊｌ 的一个

排列，则当ｊ１＋ｊ２＋…＋ｊｌ＝ｋ时，称排列（ｊ１ｊ２…ｊｌ）
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为一个ｋ－级ｌ－元排列，记为（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ．即
（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ ＝ （ｊ１ｊ２…ｊｌ）｜ｊ１＋ｊ２＋…＋ｊｌ＝ｋ，

其中１≤ｌ≤ｋ．对于任意正整数ｋ，记ｋ－级ｌ－元排列的
集合为Ｊｋ（ｌ），其基数为｜Ｊｋ（ｌ）｜＝Ｃｌ－１ｋ－１．则ｋ－级排列的
集合为

Ｊｋ ＝Ｊｋ（１）∪Ｊｋ（２）∪ … ∪Ｊｋ（ｋ）． （６）

其基数为｜Ｊｋ｜＝２ｋ－１，也就是说，Ｍｋ 的求和项数为指
数级．属于计算ＮＰ－难题．
根据式（６）可知：对于任意排列（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ∈Ｊｋ，

必存在ｌ：１≤ｌ≤ｋ，使得（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ∈Ｊｋ（ｌ）．如果ｊ１，

ｊ２，… ，ｊｌ 中恰有ｓ个互不相同的非零数，那么称
（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ 为一个ｋ－级ｌ－元ｓ－阶排列，简称为〈ｋ，ｌ，

ｓ〉－排列，记为（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｓｋ，其中１≤ｓ≤ｌ．
再记Ｊ

（ｓ）
ｋ （ｌ）＝｛（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｓｋ｜ｊ１，ｊ２，… ，ｊｌ恰有ｓ

个互不相同的非零数｝．则有

Ｊｋ（ｌ）＝Ｊ
（１）
ｋ （ｌ）∪Ｊ

（２）
ｋ （ｌ）∪ … ∪Ｊ

（ｌ）
ｋ （ｌ）

（１≤ｌ≤ｋ）． （７）
设（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｓｋ 中的ｓ个互不相同的非零数依从小到
大的顺序分别为ｉ１，ｉ２，… ，ｉｓ，其对应的重数也分别记
为ｌ１，ｌ２，… ，ｌｓ，则这个ｋ－级ｌ－元ｓ－阶排列（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｓｋ
所对应的集合｛ｊ１，ｊ２，… ，ｊｌ｝＝｛ｌ１ｉ１，ｌ２ｉ２，… ，ｌｓｉｓ｝为
一个重集，并满足ｌ１＋ｌ２＋…＋ｌｓ＝ｌ，且ｌ１ｉ１＋ｌ２ｉ２＋
…＋ｌｓｉｓ＝ｋ，其中１≤ｓ≤ｌ≤ｋ．当然，此时１≤ｌ１，ｌ２，

… ，ｌｓ≤ｌ，ｓ≤１２
（ ８ｋ＋槡 １－１）．

显然，对于一个给定的ｋ－级ｌ－元ｓ－阶排列（ｊ１ｊ２…

ｊｌ）ｓｋ，它唯一地确定了一个有序数组ｉ１，ｉ２，… ，ｉｓ，ｌ１，

ｌ２，… ，ｌｓ．我们称后者为前者的ｋ－级ｌ－元ｓ－谱，或简称
为〈ｋ，ｌ，ｓ〉－谱．它主要由ｉ１，ｉ２，… ，ｉｓ确定，记为

Ｐｓｋ（ｊ１ｊ２…ｊｌ）＝ 〈ｉ〉＝ 〈ｉ１ｉ２…ｉｓ〉＝
ｉ１ ｉ２ … ｉｓ
ｌ１ ｌ２ … ｌ
烄

烆

烌

烎ｓ
，（ｌ）＝ （ｌ１ｌ２…ｌｓ）． （８）

但反之未然，即一个给定的〈ｋ，ｌ，ｓ〉－谱可对应不同的

ｋ－级ｌ－元ｓ－阶排列（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｓｋ．将〈ｋ，ｌ，ｓ〉－谱的集合
称为〈ｋ，ｌ，ｓ〉－谱集，记为Ｊ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ，即

Ｊ
〈ｓ〉
ｋ，ｌ ＝ ｛〈ｉ〉＝ 〈ｉ１ｉ２…ｉｓ〉｜（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｓｋ 的谱｝．（９）

反之，对于任意的〈ｉ〉∈Ｊ
〈ｓ〉
ｋ，ｌ，记Ｊ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ（ｉ）＝｛（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｓｋ｜

Ｐｓｋ（ｊ１ｊ２…ｊｌ）＝〈ｉ〉｝．根据定义可知：对于任意两个不
同的〈ｉ〉，〈ｊ〉∈Ｊ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ，有Ｊ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ∩Ｊ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ＝．因此，我们又可

得的Ｊ
〈ｓ〉
ｋ （ｌ）的一个划分：

Ｊ
〈ｓ〉
ｋ （ｌ）＝ ∪

〈ｉ〉∈Ｊ
〈ｓ〉
ｋ （ｌ）
Ｊ
〈ｓ〉
ｋ，ｌ〈ｉ〉． （１０）

　　比如，Ｊ
〈２〉
８，３＝｛〈１６〉，〈２３〉，〈２４〉｝．而Ｊ

〈２〉
８，３〈１６〉＝

｛（１１６），（１６１），（６１１）｝；Ｊ
〈２〉
８，３〈２３〉＝｛（２３３），（３２３），

（３３２）｝；Ｊ
〈２〉
８，３〈２４〉＝｛（２２４），（２４２），（４２２）｝等．

根据以上分析，我们可得下面的结论．
定理１　由式（３）所确定的和式 Ｍｋ 具有下面的

谱和形式：

Ｍｋ ＝ ∑
１≤ｓ≤ｌ≤ｋ

∑
〈ｉ〉∈Ｊ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ

ｌ！
ｌ！∏

ｓ

ｒ＝１
λｌｒｉｒ， （１１）

其中λｉ由式（３）确定，ｌ！＝ｌ１！ｌ２！…ｌｓ！，

ｓ≤１２
（ ８ｋ＋槡 １－１）．

证　因为对于任意的（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ∈Ｊｋ，必然存在

ｌ，ｓ：１≤ｓ≤ｌ≤ｋ，使得
（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ＝（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｓｋ∈Ｊ

〈ｓ〉
ｋ （ｌ）．

所以

Ｍｋ ＝ ∑（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ∈Ｊｋ
λｊ１λｊ２…λｊｌ ＝

∑
ｋ

ｌ＝１
∑（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ∈Ｊｋ（ｌ）

λｊ１λｊ２…λｊｌ ＝

∑
ｋ

ｌ＝１
∑
ｌ

ｓ＝１
∑

（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ∈Ｊ
〈ｓ〉
ｋ （ｌ）

λｊ１λｊ２…λｊｌ．

　　又因上式最后的和式是对全部排列（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ∈

Ｊ
〈ｓ〉
ｋ （ｌ）而取，设此排列的谱为〈ｉ〉＝〈ｉ１ｉ２…ｉｓ〉∈Ｐ〈ｓ〉ｋ，ｌ，
则谱〈ｉ〉所对应的排列（ｊ１ｊ２…ｊｌ）ｋ 的数目恰为重集
｛ｊ１，ｊ２，… ，ｊｌ｝＝｛ｌ１ｉ１，ｌ２ｉ２，…，ｌｓｉｓ｝的ｌ－排列数，即

ｌ
ｌ１，ｌ２，…，ｌ（ ）

ｓ
＝ ｌ！
ｌ１！ｌ２！…ｌｓ！＝

ｌ！
ｌ！．

而此时，λｊ１λｊ２…λｊｌ＝λ
ｌ１ｉ１λ

ｌ２ｉ２
…λｌｓｉｓ．

推论１　偶数ｐ＝２ｋ－级数的求和显式为

σ（２ｋ）＝ ２２ｋ－１

４ｋ－２
π２ｋ ∑

１≤ｓ≤ｌ≤ｋ
∑
〈ｉ〉∈Ｐ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ

ｌ！
ｌ〗！∏

ｓ

ｒ＝１
λｌｒｉｒ，（１２）

其中λｉ由式（３）确定，ｌ！＝ｌ１！ｌ２！…ｌｓ！．
证　根据引理１和定理２直接可得结论．
推论２　偶数ｐ＝２ｋ－交错级数的求和显式为

τ（２ｋ）＝ １２π
２ｋ ∑
１≤ｓ≤ｌ≤ｋ

∑
〈ｉ〉∈Ｐ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ

ｌ！
ｌ！∏

ｓ

ｒ＝１
λｌｒｉｒ， （１３）

其中λｉ由式（３）确定，ｌ！＝ｌ１！ｌ２！…ｌｓ！．
证　根据引理１和定理１直接可得结论．
由此可见，引理１和定理１中的Ｍｋ 的求和项数

分别为

ｓｋ ＝∑
ｋ

ｌ＝１
∑
ｌ

ｓ＝１
∑
〈ｉ〉∈Ｐ

〈ｓ〉
ｋ，ｌ

ｌ！
ｌ！＝２

ｋ－１，

ｐｋ ＝∑
ｋ

ｌ＝１
∑
ｌ

ｓ＝１
｜Ｐ〈ｓ〉ｋ，ｌ｜， （１４）

其中

Ｐ〈ｓ〉ｋ，ｌ ＝ ｛〈ｉ〉：∑
ｘ

ｒ＝１
ｉｒｌｒ ＝ｋ，∑

ｓ

ｒ＝１
ｌｒ ＝ｌ，

１≤ｉｒ＜ｉｒ＋１ ≤ｋ，１≤ｌｒ≤ｌ｝，
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并且１≤ｓ≤ｌ≤ｋ．显然，ｓｋ≥ｐｋ．由于

∑
ｋ

ｌ＝１
｜Ｐ〈１〉ｋ，ｌ ｜＝｜｛〈ｋ／ｌ〉：ｌ｜ｋ｝｜，

所以

ｐｋ＝∑
ｋ

ｌ＝１
∑
ｌ

ｓ＝１
｜Ｐ〈ｓ〉ｋ，ｌ｜＝

∑
ｋ

ｌ＝１
｜Ｐ〈１〉ｋ，ｌ ｜＋∑

ｋ

ｌ＝２
∑
ｌ

ｓ＝２
｜Ｐ〈ｓ〉ｋ，ｌ｜＝

｜｛〈ｋ／ｌ〉：ｌ｜ｋ｝｜＋∑
ｋ－１

ｌ＝２
∑
ｌ

ｓ＝２
｜Ｐ〈ｓ〉ｋ，ｌ｜． （１５）

利用式（１５）计算可得：

ｐ１＝１，ｐ２＝２，ｐ３＝３，ｐ４＝５，

ｐ５＝７，ｐ６＝１１，ｐ７＝１５，ｐ８＝２２．
利用定理１的式（１１）计算Ｍ６，Ｍ７ 和Ｍ８，从而

再用推论１和推论２计算出σ（１２），σ（１４）和σ（１６）以
及τ（１２），τ（１４）和τ（１６）．为简单计，举例说明．
例１　计算σ（１２）和τ（１２）之值，并比较ｓ６ 和ｐ６

的大小．
解　Ｍ６ 的计算结果：（ｓ６＝２５＝３２＞１１＝ｐ６）．

ｌ　ｓ　 ｋ＝ｊ１＋ｊ２＋…＋ｊｌ＝６ 〈ｉ〉 （ｌ） ｌ！
ｌ！∏

ｓ

ｒ＝１
λｌｒｉｒ

１　１　 ６ 〈６〉 （１） λ６

１　 ３＋３ 〈３〉 （２） λ２３

２　２　 ２＋４ 〈２４〉 （１１） ２λ２λ４

２　 １＋５ 〈１５〉 （１１） ２λ１λ５

１　 ２＋２＋２ 〈２〉 （３） λ３２

３　２　 １＋１＋４ 〈１４〉 （２１） ３λ２１λ４

３　 １＋２＋３ 〈１２３〉 （１１１） ６λ１λ２λ３

４　２　 １＋１＋２＋２ 〈１２〉 （２２） ６λ２１λ２２

２　 １＋１＋１＋３ 〈１３〉 （３１） ４λ３１λ３

５　２　 １＋１＋１＋１＋２ 〈１２〉 （４１） ５λ４１λ２

６　１　 １＋１＋１＋１＋１＋１ 〈１〉 （６） λ６１

Ｍ６＝λ６＋λ２３＋２λ２λ４＋２λ１λ５＋λ３２＋３λ２１λ４＋６λ１λ２λ３＋

　　６λ２１λ２２＋４λ３１λ３＋５λ４１λ２＋λ６１＝－ １１３！＋
２

３！１１！＋

　　 ２
５！９！－

３
３！２９！＋

１
７！２－

６
３！５！７！＋

４
７！３！３－

　　 １５！３＋
６
６！２－

５
５！３！４＋

１
３！６＝

２０４７×６９１
２１０３６５３７２×１４３．

σ（１２）＝ ６９１π１２
３６５３７２×１４３

＝ ６９１π１２
６３８　５１２　８７５

，

τ（１２）＝ １　４１４　４７７π１２
１　３０７　６７４　３６８　０００

． （１６）

　　例２　计算σ（１４）和τ（１４）之值，并比较ｓ７ 和ｐ７
的大小．
解　Ｍ７ 的计算结果：（ｓ７＝２６＝６４＞１５＝ｐ７）．

ｌ　ｓ　 ｋ＝ｊ１＋ｊ２＋…＋ｊｌ＝７ 〈ｉ〉 （ｌ） ｌ！
ｌ！∏

ｓ

ｒ＝１
λｌｒｉｒ

１　１　 ７ 〈７〉 （１） λ７

２　 ３＋４ 〈３４〉 （１１） ２λ３λ４

２　２　 ２＋５ 〈２５〉 （１１） ２λ２λ５

２　 １＋６ 〈１６〉 （１１） ２λ１λ６

２　 ２＋２＋３ 〈２３〉 （２１） ３λ２２λ３

３　２　 １＋３＋３ 〈１３〉 （１２） ３λ１λ２３

２　 １＋１＋５ 〈１５〉 （２１） ３λ２１λ５

３　 １＋２＋４ 〈１２４〉 （１１１） ６λ１λ２λ４

２　 １＋２＋２＋２ 〈１２〉） （１３） ４λ１λ３２

４　２　 １＋１＋１＋４ 〈１４〉 （３１） ４λ３１λ４

３　 １＋１＋２＋３ 〈１２３〉 （２１１） １２λ２１λ２λ３

５　２　 １＋１＋１＋２＋２ 〈１２〉 （３２） １０λ３１λ２２

２　 １＋１＋１＋１＋３ 〈１３〉 （４１） ５λ４１λ３

６　２　 １＋１＋１＋１＋１＋２ 〈１２〉 （５１） ６λ５１λ２

７　１　 １＋１＋１＋１＋１＋１＋１ 〈１〉 （７） λ７１

Ｍ７＝λ７＋２λ３λ４＋２λ２λ５＋２λ１λ６＋３λ２２λ３＋３λ１λ２３＋
　　３λ２１λ５＋６λ１λ２λ４＋４λ１λ３２＋４λ３１λ４＋１２λ２１λ２λ３＋

　　１０λ３１λ２２＋５λ４１λ３＋６λ５１λ２＋λ７１＝ １１５！－
２

７！９！－

　　 ２
５！１１！－

２
３！１３！＋

３
５！２７！＋

３
３！７！２＋

３
３！２１１！＋

　　 ６
３！５！９！－

４
３！５！３－

４
３！３９！－

１２
３！２５！７！＋

　　 １０
３！３５！２＋

５
３！４７！－

６
５！６５＋

１
６７＝

３５×８１９１
１５！ ．

σ（１４）＝ ２π１４
１８　２４３　２２５

，

τ（１４）＝ ８　１９１π１４
７４　７２４　２４９　６００

． （１７）

　　例３　计算σ（１６）和τ（１６）之值，并比较ｓ８ 和ｐ８
的大小．
解　Ｍ８ 的计算结果：（ｓ８＝２７＝１２８＞２２＝ｐ８）．

Ｍ８＝２λ１λ７＋λ８＋λ２４＋λ１８＋６λ１λ３λ４＋２λ２λ６＋２λ３λ５＋
　　３λ２１λ６＋３λ２２λ４＋３λ２λ２３＋６λ１λ２λ５＋λ４２＋４λ３１λ５＋
　　６λ２１λ２３＋１２λ２１λ２λ４＋１２λ１λ２２λ３＋５λ４１λ４＋１０λ２１λ３２＋
　　２０λ３１λ２λ３＋６λ５１λ３＋１５λ４１λ２２＋７λ６１λ２＝

　　（ ２
３！１５！－

１
１７！

）＋（１９！２＋
１
６８－

　　 ６
３！７！９！

）＋ ２
５！１３！＋

２
７！１１！－

３
１３！６２－

　　 ３
５！２９！－

３
５！７！２－

６
３！５！１１！＋

１
５！４＋

　　 ４
１１！６３＋

６
７！２６２＋

１２
５！９！６２＋

１２
５！２７！６－

　　 ５
９！６４－

１０
５！３６２－

２０
５！７！６３＋

　　 ６
７！６５＋

１５
５！２６４－

７
５！６６＝

１０７　４５１　４０９
１７！１５ ．
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ｌ　ｓ　 ｋ＝ｊ１＋ｊ２＋…＋ｊｌ＝８ 〈ｉ〉 （ｌ） ｌ！
ｌ！∏

ｓ

ｒ＝１
λｌｒｉｒ

１　１　 ８ 〈８） （１） λ８

１　 ４＋４ 〈４〉 （２） λ２４

２　 １＋７ 〈１７〉 （１１） ２λ１λ７

２　２　 ２＋６ 〈２６〉 （１１） ２λ２λ６

２　 ３＋５ 〈３５〉 （１１） ２λ３λ５

２　 １＋１＋６ 〈１６〉 （２１） ３λ２１λ６

２　 ２＋２＋４ 〈２４〉 （２１） ３λ２２λ４

３　２　 ２＋３＋３ 〈２３〉 （１２） ３λ２λ２３

３　 １＋２＋５ 〈１２５〉 （１１１） ６λ１λ２λ５

３　 １＋３＋４ 〈１３４〉 （１１１） ６λ１λ３λ４

１　 ２＋２＋２＋２ 〈２〉 （４） λ４２

２　 １＋１＋１＋５ 〈１５〉 （３１） ４λ３１λ５

４　２　 １＋１＋３＋３ 〈１３〉 （２２） ６λ２１λ２３

３　 １＋１＋２＋４ 〈１２４〉 （２１１） １２λ２１λ２λ４

３　 １＋２＋２＋３ 〈１２３〉 （１２１） １２λ１λ２２λ３

２　 １＋１＋１＋１＋４ 〈１４〉 （４１） ５λ４１λ４

５　２　 １＋１＋２＋２＋２ 〈１２〉 （２３） １０λ２１λ３２

３　 １＋１＋１＋２＋３ 〈１２３〉 （３１１） ２０λ３１λ２λ３

６　２　 １＋１＋１＋１＋１＋３ 〈１３〉 （５１） ６λ５１λ３

２　 １＋１＋１＋１＋２＋２ 〈１２〉 （４２） １５λ４１λ２２

７　２　 １＋１＋１＋１＋１＋１＋２ 〈１２〉 （６１） ７λ６１λ２

８　１　１＋１＋１＋１＋１＋１＋１＋１ 〈１〉 （８） λ８１

σ（１６）＝ ８　２６５　４９３π１６
４７　８７９　５３８　７２３　８４３　７５０

，

τ（１６）＝ １０７　４５１　４０９π１６
１０　６７０　６２２　８４２　８８０　０００．

（１８）
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