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【摘 要】基于“学习理解”“实践应用”“创造迁移”3个认知维度、9个子维度开发了数学学科素养测试工具，
并对北京市T区八年级的4262名学生进行测试。研究发现：学生仅“运算素养”表现高于总体素养的平均水
平，其他四大素养都低于总体平均水平，并且各大素养彼此显著相关，但“数据处理素养”与其他数学素养
相关性微弱；从内容维度来看，学生在三大内容领域的表现之间都存在显著差异，“统计与概率”和“图形与
几何”上的表现之间差异最大；从认知维度来看，学生仅在“学习理解”和“创造迁移”的表现之间存在显著
性差异；从情境维度来看，学生在三种情境上的表现虽有不同，但三者之间并不存在统计意义上的显著性差
异。八年级正好处于义务教育的承上启下阶段，其数学核心素养的培育应注重养成学生数学建模等高层次
的数学思维能力，在课堂中创设问题情境，在问题解决中培养学生的创造力与创造性思维。
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当今社会，运用数学思维和数学技能来解决
现实问题以满足日常生活的需求成为全球普遍
的共识。[1]学习者需要学会利用各种知识、经验和
背景，让数学素养在跨学科和跨素养的交互中达
到精熟程度。随着各国对数学素养的重视，其内
容不断深化，范围不断扩大，不仅涉及能力的养
成，还包括情境互动过程所形成的专业品质和数
学情感。鉴于数学学科核心素养培养和测评的重
要性，本文开发了八年级数学学科素养测评框架
与测评工具，尝试构建中学生数学学科素养的评
价指标体系，并考查中学生数学学科素养的整体
表现，期望更好地提升学生的数学素养。

一、数学学科素养构成及测评框架

数学素养主要包括数学知识、数学能力、数
学情感态度（恒心和毅力）等领域，这与当前我国

对学生核心素养的总体认识比较接近。[2]知识和
能力为外显成分，需通过内容、认知和情境互动；
情感、态度和价值观是内隐成分，要与环境交互
才能形成成功解决问题的恒心和毅力，一般难以
量化。通常数学测评的内容也主要是数学素养的
外显成分。

数学学科素养的测评框架涉及内容、认知和
情境等领域。内容领域包括知识与技能两大方
面，目前主要的分歧在于认知和情境维度的界
定。从最初的布鲁姆教育目标分类（了解、理解、
运用分析、评价和创造）[3]到安德森二维结构（知
识+认知）的修正 [4]，再到与数学学科结合的有效
探索，认知水平的划分存在明显的不同。而影响
数学素养形成的环境和背景要素需要在不同测
评框架中加以设计。

本研究基于数学问题解决的一般过程和数

———以北京市 T区八年级为例
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表 1 3×3 的数学认知能力的指标体系

内涵界定

从记忆中直接提取知识；能辨认给定的数学对象；能回忆数学概念、法则、命题等定义或含义

即简单的计算和操作技能，能进行计算并解决问题。能进行简单的作图、测量、折叠等，能对数据进行简

单整理与描述

利用数学对象对具体情境中的现象进行解释。能（举例）说明概念、命题、算式、图表或图形中的数量关

系、图形性质和变化规律。能与他人交流各自解决问题的算法和过程，能表达自己的想法

能从具体数学问题情境中分析应采用的相关知识，从记忆中提取知识的同时进行概括和整理

通过归纳、类比等推断结果；能用演绎的方法，进行证明

用单一知识点解决“数与代数”“几何与图形”“概率与统计”中的简单实际问题

解决由多个“知识点”（至少是该核心概念内部小知识点之间的综合；或者是该核心概念与其他核心概念

的综合）构成的综合性的、纯数学的问题

在新的情境下猜想与探究出新知识，提出新的问题；发现数学的模式或规则

能用所学的新知识探究解决新问题的方法；能从复杂情境中抽象出数学问题，利用数学符号建立方程、

不等式、函数等数学模型，解决实际问题

能力要素

A学习理解

A1识别与回忆

A2计算与操作

A3解释与交流

B实践应用

B1分析与概括

B2推理与论证

B3简单问题解决

C创造迁移

C1综合应用

C2猜想与发现

C3探究与建模

学学习信息加工机制 [5]，提出了数学学科素养的
模型结构。学生数学素养包括“运算素养”“推理
素养”“直观素养”“建模素养”“数据处理素养”。

数学学科素养的基本框架包括内容维度、认
知维度、情境维度。其中，内容维度涵盖《义务教
育数学课程标准》（下文简称课程标准）中的三大
数学知识领域（“数与代数”“图形与几何”“统计
与概率”）；认知维度划分为“学习理解”（知识和
经验的输入）、“实践应用”（知识和经验的输出）
及“创造迁移”（知识和经验的高级输出）；情境维
度分为包括“无情境”“个人情境”和“社会情境”。

依据数学学科的特点、学生学习的内容类
型、学习的认知活动特点等，本研究基于对数学
学习理解能力、数学实践应用能力和数学创造迁
移能力的相关研究，将认知维度的 3大能力又各
自分为 3个子维度，形成了 3×3的认知结构，详
见表 1。[6]

具体来说，数学学科的“学习理解”能力是指
学生顺利进行数学知识和经验的输入和加工活
动的能力，一般表现为能否完成识别和回忆、计
算和操作、解释和交流等学习理解活动；数学学
科的“应用实践”能力是指学生能够进行数学学
科活动，以及应用数学核心知识经验分析和解决
简单实际问题的能力，具体表现为学生能否利用
所学数学核心知识分析和概括实际情境中的原
理、进行推理与论证、选择并设计问题解决方案

等应用实践活动；数学学科的“创造迁移”能力，
是指学生利用数学学科核心知识、数学活动的
程序性知识和活动经验等，解决陌生情境和高度
不确定性问题，以及发现新知识和新方法等能
力，具体表现为能否进行综合应用、猜想与发现、
探究与建模等基于数学学科知识经验的创造性
活动。 [7]

二、数学学科素养表现测评工具的研发

1.测试工具的开发
根据研究文献，学科团队界定了学生数学素

养及各级指标体系含义，并构建测试框架和八年
级数学学科素养测试工具，针对中学生的具体情
况，组建了包含数学教育专家、数学教育博士、中
学数学教研员、一线优秀中学数学教师等中学数
学素养能力研究团队。

测试工具开发包含 4个步骤：首先是八年级
数学核心概念知识图谱的构建，这是在研习北京
市数学教科书（人教版等）及课程标准的基础上
进行梳理的，数学团队在构建知识图谱过程中进
行了多次讨论，从最初的 45个核心概念到最终
确定了 30个核心概念；其次是八年级学生数学
素养及指标体系的构建，小组内部成员多次讨论
与交流，其间不断修正，最终形成了包含“运算、
推理、直观、建模、数据处理”的五维数学素养模
型；再次是八年级学生数学素养模型及指标体系
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的构建；最后是八年级数学核心概念细目表的制
定，它是基于知识图谱和能力模型制定的，是每
一个核心概念能力模型的细化。

开发测试工具的目的是为后续核心概念的
微测试、学习资源包的设计及学期总测试提供依
据。学科团队通过不断讨论和筛选，编制了几套
预测试卷，并随机选择几所中学进行小样本测
试。通过小样本测试可初步分析测试工具的信
度、难度、区分度、试题的拟合度等，最终进一步
组织数学教育领域的权威专家对小样本测试工
具的结构效度等问题进行论证，形成稳定的测试
工具。

2.测试工具的质量评估
本研究利用最终研制的测试工具，选择北京

市 T区八年级 4262名学生进行测试。基于 CTT
理论的试卷质量分析可以看出，该测试卷的难度
为 0.658，区分度介于 0.36～0.78 之间，其中区分
度达到 0.40（良好）以上的题目约占 75%。

测试使用内部一致性来衡量试卷的整体信
度，Cronbach’s α系数>0.90，说明测试卷信度良
好。研究者还利用 ConQuest 软件单维和多维
Rasch模型分别检验测试工具总体信度和试题信
度，单维 Rasch模型检验测试工具的试题信度为
0.91，说明测试工具信度良好；利用 ConQuest 软
件进行多个维度 Rasch模型运算，学习理解、实
践应用、创造迁移三个学科能力要素维度的信度
分别为 0.81、0.84、0.91，三者均大于 0.8，信度良
好。在全部试题（内容、认知和情境）的单维运行
结果中，INFITMNSQ 的最大值为 1.39，最小值为
0.80，测试点对应的试题 INFITMNSQ 值在 0.8～
1.4之间，表明试题与模型的匹配度基本良好。[8]

3.研究方法
本研究选择考查数学问题的 27道题，涉及

“数与代数”（11 道）、“图形与几何”（14 道）、“统
计与概率”（2道）三大领域，能力水平要求覆盖
“了解”“理解”“应用”三种水平。笔者使用 IRT①

技术估算学生在测试卷上的数学学业表现的能
力值，并经过转化得到标准分，以此代表学生的
数学学科素养表现。通过总体水平的描述统计，

可以考查 T 区八年级学生数学学科素养表现的
总体水平，并且进行各类素养的比较；使用单因
素方差分析则能检验学生数学学科素养表现的
内容领域差异、认知水平差异和情境表现差异。

三、区域八年级学生数学学科素养测评结果

1.八年级学生数学学科素养总体的表现水平
表 2 对北京市 T 区八年级学生数学五大素

养及其总体表现进行了描述统计。

由表 2 可知，北京市 T 区学生只有“运算素
养”表现高于总体素养的平均水平，其他四大素
养都低于总体素养的平均水平。另外，研究发现
学生“数据处理素养”表现相对较弱，但相对稳
定；而学生“推理素养”“直观素养”“建模素养”三
者之间表现水平最为接近。

由数学素养的理论模型可知，五大素养互不
独立、彼此融合。因此，研究者对八年级学生五大
数学素养作两两相关分析，结果表明，学生的“运
算素养”“推理素养”“直观素养”“建模素养”以及
“数据处理素养”彼此之间都存在显著相关（p＜
0.01），但前四大素养与“数据处理素养”相关性不

表 3 八年级学生数学五大素养的相关矩阵

素养类型 1 2 3 4 5

运算素养 —

推理素养 0.781** —

直观素养 0.543** 0.558** —

建模素养 0.647** 0.686** 0.471** —

数据处理素养 0.293** 0.343** 0.212** 0.280** —

表 2 八年级学生数学五大素养的总体表现

素养类型 极小值 极大值 标准分均值 标准差

运算素养 299.2 594.9 501.7 86.2

推理素养 318.9 696.4 500.7 71.3

直观素养 272.1 577.5 500.7 75.9

建模素养 400.7 569.3 500.7 66.2

数据处理素养 433.9 512.7 499.9 28.9

总体素养 283.6 708.8 501.6 76.5

初中生数学学科素养测评的实证研究

注：研究采用 IRT技术估算出学生在各大素养作答表现的能
力特质，并经过转化得到标准分（平均数为 500，标准差为 100），
以此来代表学生该数学素养水平。下同。

注:*p<0.05，**p<0.01。

●课程与教学

55



2019年1月

教
育
测
量
与
评
价

强；“运算素养”“推理素养”和“建模素养”关系紧
密，且“运算素养”和“推理素养”高度相关，详见表
3。

2.不同结构维度下的学生数学学科素养的总
体表现

（1）不同内容维度下学生的数学素养表现
表 4 对北京市 T 区八年级不同内容维度下

的学生数学素养表现进行了统计。

表 4 显示了学生在“数与代数”“图形与几
何”以及“统计与概率”这三个不同的内容领域上
的素养表现。可以看出，学生在“统计与概率”上
的表现最好，在“数与代数”上的表现稍差，在“图
形与几何”上的表现最差。

为了进一步验证学生在内容领域上的表现
是否存在显著差异，研究者做了单因素方差分
析。方差齐性检验的结果表明其方差不齐性（p＜
0.05），故进一步用 Dunnett方法对学生在三个内
容领域上的表现进行两两比较，以考查两两之间
的差别，结果表明，学生在“数与代数”“图形与几
何”“统计与概率”上的表现两两之间均存在显著
性差异。其中，学生在“统计与概率”和“图形与几
何”上的表现差异最大（均值差 MD=21.17，p＜
0.05）；在“统计与概率”和“数与代数”的表现差异
稍小（均值差 MD=16.47，p＜0.05）；在“数与代数”
和“图形与几何”上的表现差异最小（均值差 MD=
4.69，p＜0.05）。

（2）不同认知维度下学生的数学素养表现
表 5 对北京市 T 区八年级不同认知维度下

学生的数学素养表现进行了统计。

表 5呈现了学生在“学习理解”“实践应用”
“创造迁移”这三个不同的认知维度上的基本表
现，可以看出，学生在“学习理解”上的表现好于
“实践应用”和“创造迁移”维度上的表现，且学生
在“实践应用”上的表现好于“创造迁移”上的表
现。

为了进一步探究学生在这三种认知水平上
的表现是否存在显著差异，需要进行单因素方差
分析，方差齐性检验的结果表明其方差不齐性
（p＜0.05），故使用 Dunnett方法对学生在三种认
知水平上的表现进行两两比较，以考查两两之间
存在的差别，结果显示，学生仅在“学习理解”和
“创造迁移”上的表现存在显著性差异（均值差
MD=4.46，p＜0.05）。学生在“学习理解”与“实践应
用”上的表现较为接近，不存在显著性差异（均值
差 MD=0.98，p＞0.05）。不仅如此，学生在“实践应
用”与“创造迁移”上的表现也不存在统计意义上
的显著性差异（均值差 MD=3.48，p＞0.05）。

（3）不同情境维度下学生的数学素养表现
表 6 对北京市 T 区八年级不同情境维度下

的学生数学素养表现进行了统计。

表 6是学生在“无情境”“个人情境”以及“社
会情境”这三种不同情境上的基本表现。可以看
到，学生在“社会情境”上的表现好于“个人情境”
和“无情境”上的表现，且学生在“个人情境”上的
表现好于“无情境”上的表现。

为了进一步探索学生这三种不同情境上的
表现是否存在显著差异，需要进行单因素方差分
析，方差齐性检验的结果表明其方差不齐性（p＜
0.05），故采用 Dunnett 方法对学生在三种不同情
境上的表现进行两两比较，以考查两两之间存在
的差异。结果表明：学生在“无情境”“个人情境”
以及“社会情境”上的表现虽有不同，但均较为接
近，三者之间并不存在统计意义上的显著性差异

表 5 不同认知维度下的学生数学素养表现

认知维度 标准分均值 标准差

学习理解（水平 1） 505.06 83.66

实践应用（水平 2） 504.07 81.66

创造迁移（水平 3） 500.59 62.56

表 6 不同情境维度下的学生数学素养表现

内容维度 标准分均值 标准差

无情境 502.91 79.24

个人情境 505.45 86.77

社会情境 506.49 104.07

表 4 不同内容维度下的学生数学素养表现

内容维度 标准分均值 标准差

数与代数 505.81 86.95

图形与几何 501.12 73.37

统计与概率 522.29 75.93
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（F=1.758，p＞0.05）。

四、结果与讨论

1.数学学科五大素养之间各有侧重，但彼此
融合

为了实现数学问题解决和思维的突破，学生
往往需要综合运用数学各大素养群组，利用各种
知识、经验和背景，在跨素养的学习中达到素养
的精熟程度。事实上，五大素养虽各有侧重，但彼
此融合。

首先，“推理素养”及“运算素养”是由数学课
程内容本身的特点所决定的，它是培养人类理性
思维的载体；其次，“建模素养”与“数据处理素
养”属于数学实践活动，体现了数学学科的应用
性，它是以解决某一实际问题或数学问题为目标
的，可以引起学生数学思维的创造型内容；再次，
与数学内容领域相关的素养体现了分类性的特
点，如“直观素养”以“图形与几何”为载体，“数据
处理素养”与“统计与概率”领域密切相关，可以
分类实现目标。[9]当前测评结果亦显示，数学各大
素养之间显著相关，尽管“数据处理素养”与其他
数学素养相关性不高，但“运算素养”“推理素养”
和“建模素养”关系紧密，且“运算素养”和“推理
素养”高度相关。

2.学生数学素养各维度的表现差异明显
数学知识和数学能力是数学素养的外显成

分，可通过内容、认知和情境互动生成。对特定主
题和情境下的数学问题解决过程进行认知领域
的层次分析，能更好地诊断学生的数学学科能
力，因此，笔者从内容维度、认知维度和情境维度
去刻画学生数学素养的表现。

从内容维度来看，学生在三大内容领域之间
都存在显著差异，且在“统计与概率”和“图形与
几何”上的表现之间差异最大，其原因在于课程
标准中对“统计与概率”部分的要求并不高，大多
数内容仅要求学生达到“理解”水平，个别内容也
只要求学生达到“掌握”程度，如“能解释统计结
果，并能进行交流”等，而对代数和几何领域的运
算和逻辑推理的要求则相对较高。

从认知维度来看，学生仅在“学习理解”和
“创造迁移”表现上存在显著性差异，并且“创造
迁移”维度表现较差。学习理解能力侧重于数学
知识和经验的输入和加工，基本以识记和运算为
主，但迁移创造能力则侧重于利用数学核心知
识、数学活动的程序性知识和活动经验等来解决
陌生情境和高度不确定性的问题，其强调学生自
主的探索与发现。因此，对学生而言，“创造迁移”
本身比“学习理解”认知要求更高，问题解决过程
也更为复杂，故学生在这方面的表现也相对较
弱。数学源于现实，重在应用，数学教学应该在关
注“双基”的过程中培养学生的探索精神、发现精
神以及创造精神。

从情境维度来看，区域测评结果显示，学生
在“无情境”“个人情境”以及“社会情境”这三种
情境上的表现并不存在统计意义上的显著性差
异，但仍可以看出，学生在“带有情境的问题”上
的表现稍好于在“无情境问题”上的表现，其原因
主要在于：数学问题中呈现的不同情境与学生日
常生活中的案例比较类似，如教学中若使用蜡烛
燃烧或车辆运动等贴近生活的情境去引入一次
函数，这比直接呈现函数解析式更为有效。

五、启示与建议

1.不同内容领域的数学核心素养的培育应有
针对性

事实上，八年级数学正好处于义务教育的承
上启下阶段，学生对“数与代数”“图形与几何”以
及“统计与概率”三大领域的知识掌握程度都有
所不同。如“代数领域”以整式分式为主；“几何领
域”以三角形和四边形基本性质、轴对称、三角形
全等为主；“统计领域”则以抽样和数据分析为
主。对学生而言，在“代数领域”掌握基本运算法
则和因式分解方法始终是养成运算素养的关键；
而在“几何领域”，数学教学一方面要引导学生通
过简单图形和图象（三角形和四边形）的观察和
思考，重点养成他们的几何直观思维，另一方面，
需要特别关注三角形全等证明为主的形式逻辑
的训练，逐步发展学生的“推理素养”；在“统计领
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域”，教师还应把抽样和样本的数字特征的掌握
作为养成学生“数据处理素养”的关键。

2.注重学生数学建模等高层次数学思维能力
的培养

研究表明，在数学问题解决的过程中，学生
经历不同的数学任务需要不同的数学认知活
动。 [10]现实中，八年级数学课程更为侧重低层认
知和日常解题教学的训练，使得学生高层次数学
思维能力的提升长期处于停滞状态。[11]处在“学习
理解”水平的学生的数学问题解决主要以“记忆”
和“操作”为主，学生只有达到“创造迁移”等高层
次思维水平才能系统地应用数学核心知识去解
决陌生问题或者复杂性问题。因此，在教学实践
中，教师既要把提升学生的高层次数学思维能力
放到首要位置，如让学生自己板演解题思路，发
现数学本质，积极引导学生由结论逆推条件，培
养他们的观察力和联想力；还可以构造数学反
例，鼓励学生大胆猜想和发现。

3.引导学生关注数学问题的情境特征
近年来，国内外数学教育改革一直倡导“基

于问题的学习”，强调在课堂中创设问题情境，在
问题解决中培养学生的创造力与创造性思维。[12]

情境不仅是学生数学问题解决的核心要素，更会
影响学生的创造性表现，本研究也表明八年级学
生在“有情境的问题”上的表现稍好于在“无情境
问题”上的表现。

对此，教师应特别重视数学问题的情境特征
对学生问题解决的影响，去掉应用题大量重复性
的“教育背景”以防止过度数学化；应丰富问题情
境在语义方面的外部表征，如在图表解读方面多
增加描述性的表征形式；还可以在问题设置上坚
持生活取向，善于以生活实例引入课堂教学，突
出数学文化的融合以及与生活现实的联系。[13]

注释：

① IRT理论即项目反应理论（item response theory），又
称潜在特质理论，是用来分析考试成绩或者问卷调查数

据的数学模型。在测验中，潜在特质一般是指潜在的能
力，并经常用测验总分作为这种潜力的估算。通过项目反
应理论建立的项目参数具有恒久性的特点，意味着不同
测量量表的分数可以统一。
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Abstract : Based on the three cognitive dimensions and the nine sub - dimensions of“ learning
comprehension”“practical application”“creative migration”，the researchers developed a math key competence
test tool and tested 4262 students in the eighth grade of Beijing T District. The study found that: students only
performed higher“operational competence”than the average level of the overall competence，and the other four
competences were lower than the overall average，and the major competence were significantly related to each
other，but the “data processing competence”was weakly related to other mathematical competences. From the
view of content dimension，there are significant differences in the students’performance of the three major
content areas. The difference between“statistics and probability”and“graphics and geometry”is the largest. From
the view of cognitive dimension，there is a significant difference between the students’learning and understanding
and creation migration. From view of situational dimension，though students have different performances in the
three situations，there is no statistically significant difference between the three. The eighth grade is just at the
connecting stage of the obligation education，which means that the cultivation of mathematics key competence
should be focused on the development of high level of mathematics modeling，problem situations should be created
in class，and students’creativity and creative thinking should be developed in problem solving.

Keywords: the eighth grade，mathematics，key competence，assessment framework，regional assessment

Xu Zhuzhu，Zhang Di，Qi Chunxia

The Empirical Research on Mathematics Key Competence of Students in Junior High School

—Taking the Eighth Grade of Beijing T District for Example

年过节时天空中五颜六色的礼花为场景，围绕
焰火的鲜亮颜色展开教学：“同学们想在教室里
‘放’一次五彩的烟花吗？”在学生惊诧的表情
下，教师可以用盛放各种金属离子溶液的小喷
瓶，分别向酒精灯火焰上喷洒溶液，酒精灯上方
会立即出现各种鲜亮的颜色。然后，可将其中的
几种溶液混合后，再喷洒于酒精灯火焰上，火焰
上就会同时出现多种颜色，像一个彩色的球被
火焰托住。此时，教师可以根据实际现象，顺势
过渡：“我们不但在教室内制成了烟花，而且还
制成了一种少见的五彩球，同学们想知道其中
的奥秘吗？”这就自然而然地过渡到了焰色反
应，让学生通过对现象的分析与理解，挖掘出产
生焰色反应的本质。
这种配合生活情景的过渡，不但可以激发

学生的学习兴趣，引发学生的积极思维，更能让
学生充分体会到生活中处处都体现着学科本
质，激起学生热爱生活、关注生活、体悟生活现
象及其本质的积极情感，这样一来，教学的三维
目标将完美实现。
过渡语既是教师在课堂教学中的交流工

具，又是一种课堂教学的艺术体现。学科教师要
关注过渡语的设计，灵活地设置出精妙的过渡
语，“渡”起学生与教师，“渡”起学生与教材，
“渡”起学生与学生，“渡”出学生的兴趣，“渡”出
学生的思维，“渡”出学生的激情，用巧妙的过渡
语将课堂中学生与教师、教材中的不同知识点、
教学中学生能力与学生情感串联起来，创设有
效的过渡情境，打造课堂教学的无痕之美。
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